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Vorwort. 



Der vorliegende Baad enthält die Bearbeitimg der Vorlesungen, 
welche H. von Helmholtz während des Sommersemesters 1894 im 
physikalisclipii Institnt der Berliner Univer^irrtt gehalten hat Als 
Grundlage diente eine im Auftrage angefertigte, wörtliche Nach- 
Bcbrift. Diese Vorlesungen nahmen bereits am 11. Jnli, wegen der 
plötzlich eingetretenen Erkrankung, der der Meister am 8. September 
erlag, ein vorzeitiges Ende. Der bis dahin vorgetragene und hier 
foedOTg^bene Stoff bQdet xndeiB« em in noli BemHob ab- 
geeothloflaenee Lelugeb&Ddei deeaen Hauptgegenatend die jSlaatiQitit 
der feftea KOsper iit^ einige Abeehnitte entreeken sich llbiigeiui 
l^eiehennaben aneh auf die ftltaigen Aggregatraalade. 

Ans dem sehr kn^pea Notisbuch zu diesen Vorlesungen ist 
sn ericennen, dab im unmittelbaren AnschluTs an die in den letzten 
Paragraphen dieses Bandes gebrachte Theorie der Engelwellen noeh 
die, durch Integration nach der Zeit gewonnene, Erweiterung des 
GBEiiN'schen Satzes vor l,^o tragen werden sollte. Da nun aber diese 
Betrachtungen mit allen ihren die Lösungen der Wellengleichuiig 
betreffenden Folgerungen im III. Bande dieser Sammlung (§ 49 u. ff.) 
und aucii im V. Bande (§ 39 u. &.) ausführlich wiedergegeben sind, 
80 schien eine dritte AnseinaaderBeining über dasselbe Thema an 
dieaer Stelle ttbefflüssig, znmal kein neuer mllndliolier VorCng des 
Meisten dulLber Torlag. 

Alle weiteten im Notidraob folgenden Skissen beliehen nefa 
snf speeieUe Hydrostatik nnd Hydrodynamik. Sie sind oft nur 
dorch ein Kennwort oder durch befauinte Formefai (Laorako^ 
Bdsbb) angedeutet und betteffini, so weit zu erkennen, die üblichen 
IVageUi deren Behandlung anderweitig in Lehrbüchern etc. leicht 
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HL findttn ist Der Yerlut besteht bier wohl nur darin, daft die 

eigenartigen Nebenbemerkungen und Ausblicke, weldie Heluholxz 
in aeinem improyisirten Vortrage auch bei Behaadlnng altbekannter 
Dinge einflechten nnd erüÖ'nen konnte, für diesen nicht gebaltenen 
Tbeil der Vorlesungen mit ihm ins Grab (Gesunken sind. 

Den Schlufs des Semesters sollte die Theorie der Wirbel- 
bewegungen füllen: Alle Notizen darüber decken sieb mit dem In- 
halt dar btiruiiinten und heutzutiige überall leicht <:ugaugUcheu Ab- 
handlung über dieses Thema. 

Berlin, Juni 1902. 

Otto Krignr-JlenaMl. 
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Erster Theil, 



Kinematik continuiilich verbreiteter Massen. 
€l«ard]iete Terrftokangeii. 



§ 1. Die Vorstellung comUnuirlidbi verbreiteter Masten. 

Emadne Kutenponkte und Systeme ton disuroten MsMen- 
punkton waren die Bilder, tmter ireküien im ersten Bande dieser 
VonksnBgen die MatnikOiper To^geataUt wurden« an der Hand* 
habe dieser Begriffe worden die allgemeinen grundlegenden Prin« 
oipien der Dynamik entwickelt Wir waren uns dabei bewuTst, dalk 
jenes Bild nur eine die Betrachtungen vereinfachende Abstraction 
sei, deren Fol|?emTi'::;en in gewissen Erscheinungsgebieten die That- 
Bachen hinreichend vollständig und kurz darzustellen geeignet sind. 
Die elastischen EJrscheinungen indessen, welche in di'^sem Bande 
betrachtet werden sollen, lassen sich nicht gut lu ihrer ganzen All» 
gemeinheit aus dimer Vorstellung der Ma8B«i theoretisch entwickeln, 
wir woUen m dieeen Zwecke vielmelir den entgegengesetslen Gxeni- 
M Air die gedadite Oonstitntitm der HaMe zn Gründe legen, 
daOi «iSmiiA die MaiWT) den Ttw ihr' etngeiuimnienQa Bann oonti- 
mdriicih ausfüllt Dieee Ycntellung ist eben&lb nnr eins Abstrac- 
tion, ein B£]j^ nnd zwar eines, welches durchaus unseren sinnlichen 
Wahrnehmungen entspricht, die wir durch die Empfindungen des 
Tastgef&hls und des Auges von den Natnrkörpern zugeführt erhalten. 
Im Begriff der continnirlich verbreiteten Masse liegt die Anschauung, 
dafs man ein bestimmtes Quantum von Masse nur durch Abgrenzung 
eines geschlossenen Volumens herausschneiden kann, und dais bei 
zunehmender Kleinheit dieeee Volumens eine Proportionalität iwi- 
Bchen deeeem GrOlto nnd der dadnroh abgegrensten Hasse mehr nnd 
mehr ezMft wird, deren ProportionaUt&tafiuttor — die Baomdioh» 
üfl^dt oder knn Diehtigkeü der Hasse -~ als fester Orenzwerlh 



2 



£B8IEE THEIL. 



dauü nicht iiieiii- davon abliüügt, bis zu welchem Grade man die 
V^rUeineruDg Volomens treibt Dieser Ghreucwerth kann freilieh 
an TerBchiedenen Stellen des mit Masse erMlien Baumes und bei 
Bewegungen der oontiniiiilioheD Maaie aaoli an derselben Stelle an 
Tersehiedenen Zeiten Tencbiedene Wertbe annehmen. Diese Vor- 
tteUnng ist wesentlicli Tendhieden loa der früheren, welche die 
Körper aus discreten ausdehnungsIoseD Massenpunkten zasunmen- 
gesetat denkt, deren jeder eine bestimmte Massengröüse repi^sentirt 
Zwar so Ian{»e man Volumina abi^renzt, welche Pinn sehr fiijofse Zahl 
von Massc'n])mikten uinschliefscn, kann man den Quotienten der 
gesammten umscldossencn Summe von Massen dividirt durch das 
Volumen als mittlere Diclitigkeit der Masso definiren, wenn man 
aber das Volumen kleiner uud kleiner werden läfst, so kommt man 
schlielslich zu Bäumen, welche nur noch wenige Massenponkte ent- 
halten; Ton einem fetten Oxeniweith ist daboi keine Bede, jenee 
Ycri^tnils wird ^efanehr un so nnheatimmter, je weiter man die 
VerUnnernng treibt 



% % Verhiltiillli zur Molekolar^Rrpothese. 

Es soll nun, wie wir schon durch die Bezeictmung A)istrnrtion 
oder Bild andeuteten, nicht behauptet werden, dafs die Vorst 11 ung 
der continuirlich verbreiteten Mafien, wegen ilirer ConformitaL lujt 
der grobsinnlichen Waiirnehiuung, deu in der ^vatur vorliegenden 
Gebilden vollkommen entspricht Ueber die letste Zertiieilung der 
ICaaien wisaen wir ttherhMqpt niehfa er&hmngsmMsig Beativmts% 
wir können darttber nur Hypothesen en&teUen, die nns woml^ioh das 
gesammle Yeriiatten dsr ESiper, niehd nvr das nedunisdie^ sondern 
namendidb aneh daa thennisdie und dismische Terbalten eiftttien 
sollen, und da hat sich sowohl die ältere Naturphilosophie wie 
anch in bestimmterer Form die moderne Wissenschaft die Ansohaomig 
gebildet, dafs als letzte Elemente, welche die Massen zusammen- 
setzen, die AtnrrK- nn'/nsehen sind oder regelmäfsig gebildete fest 
verbundene Gruppen i uier endlichen Anzahl von Atomen, die Mo- 
lekeln, welche in den wichtigsten mechanischen Eigenschaften dem 
Bilde der discreten Massenpunkte entsprechen, die mit ihnen eigeu- 
thtlmlichen Centraikräften auf einander wirken. Man wird im weiteren 
Aflsbaa dieeer Hjpothese dam genOthigt anaimehmeu, dals die 
HoleknlaAzftfte in solchen Distenaen, wddie die Nachbermolekdn 
im Men nnd tropfbaren Znstande toh m^anA^ trannen, sehr grofs 
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täaad gegenSber &n£iseren Krilften, die wir anf die Körper wirken 
flehen, s. B. gegenüber der Schwerkraft, dafs aber diese Kräfte be- 
reits in Abständen, welche man aus ver^^chiedenen Ueberlegnngen 
ziemlifb rj)>»^mf>?+iTiimend auf die HräfM'norilimng von ein Zehn- 
Miiiiontel Millimeter (10~^ cnij schat/.t, klein Hiud, und für alle noch 
gröfseren £utfeniimgen TÖlüg imwirksam bleiben. Die Abstände der 
Nacbbarmolekeln in den beiden cohärenten Aggregatzoständen müssen 
aleo cUaaeh »oeh Ueiiier als die eben boeidmete Gvenae des 
WiikiiB0iilMnMlits der Melelndeitrilfte engenonmen werden« 

Absttode von eoldber KlmwhiBt werdoi immer der direkton 
timilidteii Walinielaiiniig usnglDglich bleiben, man kaan nur in 
geninen geeigneten Fällen anf indirectem Wege zor SehMcnng der* 
selben vordringen. So lange wir also mit Phänomenen zn thon 
haben, bei deren mathematischer Behandlang eine Zerlegung der 
Körper in solche Volunielemente genügt, deren Abmessungen immer 
noch sehr grofs gegen den Wirkuagükreis der Moiekularkräi'te bleiben, 
wird die Vorstellong einer continuirlichen räumlichen Massen- 
vertheilong immer mit Vortheil an die Stelle der Vorstellung von 
dem meleknUnwi Ivfbau dar Matena geeetst «erden küimeni diee 
triß an bei dm gHMklai ISieil der fiiaatiiwlim mid hydrodynamiaBbew 
SSmebeianngeo. Anmabmen ketmnan freOidi in semnen eharakleo 
riatisdien IlÜlen vor. So ist z. B. die Faibenienbeaang det leflfatei^ 
d. h. die Abhängigkeit der Fartpflaaauigagesdivindigkeit Ton der 
Wellenlänge ein Phänomen, welches sich — gleichviel ob man die 
alte elastische oder die moderne elektromagnetische Lichttheorie zu 
Grunde leert — wnh! nur dadurch erklilren laüst, dai's die Wellenlängen 
nicht mehr unendhch grofs gegenüber der Wirkungswoite der 
Molekularkräfte gesetzt werden dürfen, dais man also entweder in 
8(dchen ßaumelementen, welche grois genug sind um continuiiiich 
mit Maew erfUHt gelten an dJbfoiy immer Toraduedene Znalinde 
— Fbaaen der Wellen ^ neben einander bat, oder wenn man zn 
ao Meinen Tliiimen flbagabt, in denen der SohwingmiguaalBiid 
flbendl als gleich gelten kann, dala da die Molekularkräfie über die 
Grenzen des Elementes hinaas oder ganz durch dasselbe bindorcbp 
gehen. In solchen Fällen werden besondere Betrachtungen noth- 
wendig, für welche das einfflcbe Schema der continuirlichen Massen 
nicht ausreicht, in denen man gezwangen wird auf die Molekular- 
theorie zurückzugehen. 

Es ist auch unternommen worden, auf directer Grundlage der 
Yorstellang von den diso'eten Molekeln eine Elasticitätstheorie auf- 
mbasen. Die Fkebleme rind aber in ibrer gaaiaen mOg^dlm A]]p 
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gemcinhoit gar nicht zu bewältigen. Erstens kennt man nicht das 
Gesetz, nach welchem die molekularen Centralkräft« von der Ent- 
fernung abhängen sollen, und zweitens, selbst wenn man es kennen 
würde, ist bereits das Dreikörperproblem, d. h. die Bewegung eines 
Systems von drei Mass^ipunkten uttar der Wirkung bekannter innerer 
Krftfte nicht allgemein Iflebar, geadiwdge denn das gleid» FjtobI«in 
für anliMrordenflSQh tiele Punkte. Man iriEd atoo beim Betreten 
dieses Wegw nr Anfttellnng weiterer, die BefamKhtnng verein^ 
fiMihender Hypothesen genMhigt^ sowohl Uber die legefanäfsige räum- 
Udbe Anordnung der Molekeln als auch über die Gesetze der zwischen 
ihnen wirkenden Anziehungs- nnd Absto&ungskräfte. Poibsok hat 
eine solche Theorie in sich folgerichtig durch gefiihrt. Dafs deren 
Resultate zu eng sind und nicht flie ganze Mannigtaltigkoit der 
experimentell festgestellten Thatsacben erklären, liegt daran, dals die 
im Interesse der mathematischen Durchililirharkcit hinzugenommenen 
hypothetischen Annahmen jedenfalls yon zu specieller Art sind. 
Der Weg, welchen wir einschlagen werden, geht Ton wenigsr engen 
Yonassetmngen ans, er Tcnnehtet anf die Betrubtoog der «in- 
Mlnen Holeksln nnd ihrer gegenseitigen KmAwirkungm, 
Tiehnehr oontinnidich lerfareitete Msssen an, deren innore Erfifte 
bei der natürlichen Form der Körper, welche diese ohne Einwirkung 
äofserer Kräfte zeigen, jedenfalls im stabilen Gleichgewicht sind. 
Im üebrigen wird nur vorausgesetzt werden, dafs die bei einer De- 
lornuition anftretenrlpii inneren Krjifte. welche dann nirbt Tin hi im 
Gleichgewicht sind, sondern Kesuitanten liefern, weiche den auic« i 'u 
angreifenden Kiiften das Gleichgewicht halten, dafs diese sogenanuleu 
dastischen Kräfte couservativ sind, dafs also eine potentielle Energie 
emtiart, welche in der natOrHehen Lage der Massentbeflehen ein 
absointss Minimnm is^ und deren Mehrbetrag im detomirken Zn- 
efcsnde sich ans den Ahm c s snn gen dar GestattsveHaderang malbe- 
mslisch aosdrttdnn Iftlst Anf diese Betracktongen werden wir aber 
erst im «weiten Theile eingehen. 



§ 3. Ungeordnete und geordnete Bewegungen. 

In der Kinematik der discreten Massenpunkte zu ^Vulaug des 
ersten Bandes dieser Vorlesungen worden die Begriffe aufgestellt» 
welche zur Darstellung der Bewegungen Ton MiMsenponkten in der 
Zeit tauglich nnd. Erstens die Cocvdinslen, weiche nur OrtsbestiBih- 
mung dienen, nrafoten drei toh einander unabkin|plge geometrisehe 
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Abmessungen sein, welche jeden Ramnpankt eindeutig zu bestimmen 
geeignet sind. Di»'se mulsten nicht nur stetige, sondern zweimal 
differenzirbare Functionen der Zeit sein: die erstf-T» Diöcrential- 
qnotienten definirtan die Componenten der Gesch »Müdigkeit, die 
zweiten Differentialquotienten die der BeBcLleunigung. 

diese BegriffB auch bei der Darstellung der Bewegungen 
Gontimmficher Maasen anwenden m können« ist es nOthig anan- 
nehmen, dafsT man aadi in der iftunlidi veirbnitetoii Sobatami jedea 
mdiridneUe Uassentheilcben verfolgen nnd sn Terschiedenen Zeiten 
als das gleiche wiedererkennen kann. Darüber werden wir nadilier 
eine besondere Betrachtung anstellen. Sobald man an der Mole- 
kular- Hypothese festhält, d. L im Wesentlichen an den Systemen 
discreter Massenpunkte, wenn auch Ton aufserordentlich feiner Ver- 
theilang und grofser Anzahl, so hat man über den Begriff der Be- 
wegung des Systems nichts weiteres Neues festzusetzen, die Bewegung 
setzt sich dann eben zusammen aus den Bewegungen aller einzelnen 
Elementazpnnkte. Indeesen lassen sich Ton Tomherein zwei Ter- 
edhiedene fl^en der QeaammÜbeweguug gegensfthitifth nntasehdden, 
dvoh welcihe dann in der Molekidariheorie auch gwis Teradnedene 
Naiiueitciheiniingen nedentot werden» 

Man kann sich einerseits Torstellen, dafs die Bewegung jedes 
einzelnen Massenj)unktes unabhängig yon deijenigen der benach- 
barten Punkte verläuft, daft zwischen diesen weder in Richtung noch 
in Gröfse der Geschwindigkeit eine Aehplichkeit besteht, dafs riel- 
mehr die verschiedensten BewepunL'^ai f u überall dicht neben ein- 
ander regellos vorkommen. Ks kann dabei noch zutreffen, dafs die- 
jenigen Massenpunkte oder Holekeln, welche emmal benachbart sind, 
dies auch bleiben, dafs keines sich weit von seinem Orte entfernt, 
Mmdem beUelrige vilnirende oder kreiaanda Bewegungen nm eine 
mitttere Lage ansAhrk; es kann aber anck vMUg freie Beweg^idi- 
keit heotnchen, in Folge draen die Naekbaxen nadi sehr kmser Zeit 
schon TerhältniJsmäfBig weit von einander getrennt aind und Meiben* 
Die hierdurok okacakterisirten Bewegungsarten nennen wir „unge- 
ordnete Bewegungen". Die Holekulartheorie erklärt durch solche 
den Wärmezustand der Körper. Die einem Körper zugeführte 
Wärmemenge ist danach eine Vemehrung seines Euerrnoinhaltes, 
welche sowohl in kinetischer Energie, Steigerung der (Geschwindig- 
keit der Molekeln, als auch in potentieller Energie, z. ß. Vergröfse- 
rung des Abstandes der Molekeln, d. h. Arbeitsleistung gegen die 
moUknlaran A^^hm ngi h fifte^ beeteben kann. 

FOr die ungeordnete and freie Bewegung (in der Molekolaiw 



uiyiii^ed by Google 



EBflTEB 'iUBlL. 



hjpoliliMe Charakteristik der flfissigen Aggregatznstände) haben wir 
einen ai»chaalichen Vergleich in einem MUckenschwaim: Jedes ein- 
zelne Thierclicii clarin fahrt seine besondere Bewe^ng ans, welclie 
keinerlei Aelniürltkeit mit der der Nachbaren zu haben ptlegt, die 
Eichtoug der Bahn steht jedem Individuum frei, jedes ist fähig und 
bereit, diese jeders^eit nach Belieben zu ändern und nach einer 
anderen Eichtang und miL anderer Geschwindigkeit weiter zu guhcu, 
und thnt dies «och, wahrscheinlioh in Folge sinnlicher Wahrneh- 
mungen, üelohfi aoh anf die Nidtbann benahaB. Für dia an die 
ioftere Bagmunuig des Sehwamea gelaagton lOlflInn mab das Be> 
streben herrachm, aioh nicht noch weiter zu flatfemen, sondern in 
die Mitte iizrttokmkaliranf ainiBt wttzi^ aidi dar Sfdnrarm in kttr> 
aaater Zeit zerstreuen; die rings yon NaohlMm umgebenen aber 
wAnen den Willen äufsem, Spielianm an ihrer ungestörten Be» 
wegung nm sicli her zu bewahren, sonst ^rfirde der Schwärm sich 
mehr und mehr verdichten. Aus beiden Bestrebungen zusammen 
erklärt sich der stationäre Bewegungszustand, der seinen Ausdruck 
findet in der für längere Zeit bewahrten unveriindprti^n Gestalt und 
Lage des ganzen Sciiwannes, Betrachtet man nun einen solchen 
Mtickenschwarm aus so grolser Entfernung, dais die einzelnen Thier- 
eben md daran Bovagan^isn niabt eikonnbair nid, ao erachrint er 
ab ein aaagedahntea mhendea Gebilde, wekihee dam AngmHohwne 
naeh oonflinnirlich adt MaaBe eiflült ia^ dbenao irie eine aaa EciilBn'' 
skftabchen and Waaaertrtpfidian gebildete BanchwolkB anch noch 
ans geringerer Elntfemong endieint Wir würden dann anch keine 
Veränderung beobachten, wenn plötzlich sämmtäche Mücken still- 
ständen und sich schwebend auf ihren Plätzen hielten. Tn dieser 
La^e befinden wir uns ungefähr durch unsere sinnliche Anschauung 
den aus bewegten Molekeln zusammengesetzt gedachten N :tar- 
körpern peeonüber. Nun kann es w"ohl eintreten, dals wir den 
ganzen iluckeuschwarm huigsam und steüg seineu Ort, seine öe- 
titalt oder beides zugleich Terändem sdien. In Wirklichkeit ge- 
aahieht diea aneh nur dnroii daa Znaaanmanwirkfln dar freien Be- 
iregungen jedea Individanms, welelie ebenao regelloa eifbigen, wie 
aonat; die langaame atotige Otta- vnd Geatalüdndenrag wQrde aber 
ftr nnaor Ange in gani d e waiben Weiae erfolgen, wemi jede der 
TOiber nnbewegUoh acihwebend gedachten Mftcken jetzt nur an der 
langsamen Bewegang des ganzen Schwannea Theil nähme. Diete 
gedachte Bewegang ist wesentlich Terschieden von der thatsächlichen 
schwärmenden, bei dieser bleiben die Nachbaren neben einander, die 
gegenseitige Anordnung bleibt unTerändert und je näher zwei Indi- 
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viduen bei einander stehen, am so ähnlicher sind auch ihre Bahnen, 
welche sie durchlaufen, und um so näher gleich sind die Geschvrin- 
digkeitea, mit denen dies geschieht Eine solche Bewegung, welche 
man sich von jedem System dicht gedrängter materieller Punkte 
ausgeitihrt denken kann, nüimeü wir eine „geordnete Bewegung". 
Es ist ohne Weiteres einleuchtend, dafis mam den Bewegungszostaud 
des fortrIUAmdeB und liish dabai dsfianiiraBdeii ManensgnBteiiu^ also 
in iiBMram Veigleioh dM MtBkenaehwaauaB» MiffMWwi kann tüB 
nogwltettt SspflspontiMi dir iMwUiiiiiihiii gdovdbuton B^wBgmig wnA 
einer lokhen ungeoidntten Bewegung, bei welcher das ganze System, 
der ganze Schwann, seinen Ort und seine Gestalt niebt JwMaäeit, 
dafs man also in der Vorstellang beide Arten Ton Bewegung trennen 
und gesondert betrachten kann, ohne auf die andere T^iicksicht zu 
nehmen. Die Möglichkeit dieser getrennten Betr-u iilmg ist für 
unser gegenwärtiges Thema sehr wichtig, bei welchem nur die ge- 
ordneten Bewegungen betrachtet werden sollen. 



§ 4» Geordnate Verrückuxigen oontinulrtlohar ifosaen. 

Wir w(dlaii nim lietraoliten, im aa nah mit der Voiatalteiig 
der beiden «at go g an gesetzten Bewegaagil^ypen vediftU^ wenn wir von 
den Systemen aufserordentlich vieler kleiner und eng benachbarter 

Ma'i'ienjiunkte übergehen zur continuirliclicn Maasenverbreitune im 
Üaume. Kin geometrischer Punkt deckt dcUin wegen sein er Aus- 
dehnungslosigkeit überhaupt keine blasse, auch keine veiricii windend 
Ueine. Aucii das gcringsto Masseuelcmeut nimmt daim noch einen 
Baou ein, längs dessen geschlossener Oberfläche es lückenlos aa 
die benadihaiten Waiiwm augrenst Dia Yonfcellung einer imgaoidp 
nelan Bewegnng der benachbartoi, lAogs gemeantamer Grenzflliohen 
an einander eto&enden Vaoaeneleinenta wird dadurch nnmSglieh, da 
jedes abgegrenzte UaaaeBfllaaian^ um sich bewegen zu können, seine 
Naohbarsdiaft entiredar mMnahmen oder in bestimmter Weise bei 
Seite drängen mufs; wenn also wirklich einem einzelnen M^issen- 
element eine willkürliche Bewegung zugeschrieben würde, so könnten 
sich aÜe in der Umgebung liegenden nicht mehr regellos bewegen, 
sondern nur in einer gewissen Ordnung. Dies gilt auch noch, wenn 
man uummmt, dais ihu» Ma»seueiemeut sich irgendwie deformirt, um 
weiter vordringen zu können. Der Begriff der geordneten Be- 
wegung hingegen aatet einem Uebergang zur Ycntollang ooutiniuz^ 
Uaher Maaaeo keine SehwierigMü in den Weg, ja ea iat diea die 
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einzige Fonu, in iroldier man aioh oontuuiirlidie ÜHMn bewegt 

▼orstellen kann. 

Wir können uns die Substatu durch pin beliebig enges Svjtpra 
von den ganzen Raum lückenlos ausfüllenden Zellen zerschnitten 
denken, deren Form \ illkiirlicb ist Nachdem die« geschehen, wollen 
wir die Zellwände, weiclie bisher nur eine geometrische Fiction 
aind| fest in der Substanz haftend denken, so dafe die in einer jeden 
Zelle «ingfli w hlBi Ba i io Ibase auch im Veriaiif der Bewegung in der- 
gelben enthalten bleibt Die FliohaBMdinann, änttth. welcSie die 
Zenefaneidang bewiilct gedncbt iet, wndan sich dann bei einer ge- 
ordneten BewQgnng atetig im Baame Tanehieben, die Eokponkte 
der ZellenpoljBder, in welchen drei Flftdien sich durchschneide, 
werden aidi verschieben» wie discrete Massenpunkte bei geordneter 
Bewegung eines Punktsystems, obwohl die Eickpunkte hier nicht als 
Träger einer auch noch so kleinen Masse auftreten. Man sieht 
daraus, dafs es bpfnit'i lu h möirlich ist, nnch in continuirlir-h ver- 
breiteten Massen puaktförmige — ausdehnungsiose — Gebilde gleich 
Massenpuukten in ihrer Bewegung zu verfolgen, und zwar kann 
wegen der beliebigen Wahl des Zellensjstems diese Verfolgung einen 
jeden Punkt betfeSan, der in der Maine an einer beetimmten Zeit 
durch dnen bestimmten geomefarisohen Punkt beaeiobnet ist Es 
wird naeh dieaan Anaeinandenetnngoi niobt mehr an HUirrantbid» 
niaaen fUiren, wenn wir im Folgenden der Eflne wegen anch anf 
aolohe in der eontinniiliehen Maaie feathaftende Punkte die Be* 
aeichuung „Massenpunkte" llbertragtti, sobald wir nur deaaen ein- 
gedenk bleiben, dafs an ihnen kein bestimmter Betrag von Masse 
haftet, sondern dafs man höchstens angeben kann, wie grofs die 
Masseudichtigkeit in diesem Ptniktp zu einer bestimmten Zeit ist. 
Es kommt einem solchen Massenpuiikt selbst auch keine Trägheit 
zu, aber es müssen für seine Bewegung die RegriiTe der Gescbwin- 
digkeit und Beschleunigung, d. h. die beiden ersten Diilereutial- 
quotientett aeiner Ortaeoordinaten naeh der Zeit mit endlichen 
Werllien eniBtireni wod er von denselben trägen Massen umschloseen 
Ueibt IKeae Hjuaenpunkte bilden nm gkioh den geometnadien 
Punkten ein Gontinnam Tcm drei DSmenaioiien, und xwar an allen 
Zeiten. Die Geachwindigkeiten, welche die Yerrückungen derselben 
in einem Zeitelement anzeigen» mfleaen daber nicht nur nach der 
Zeit differenzirbare Functionen sein, sondern auch differenairhare 
Functionen festliegender "Raumcoordinaten. 

Dieses Auftret»^T'; flfr Raumcoordinaten als Variabele, nach denen 
man die Geschwindigkeiten diA'erenziren kann, ist das wesentliche 
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CharAtefietikam der eontuunriieh forbreiftetan Manen im Gegen- 
■ati n den Syilemea duerefeer Massenpviiktei» bei valclieii die Zeit 
die einiige Urvariabele ist Bei diesen hatte ee keineik Sinn, ytm 
einem Massenirankt durch den leeren Ranm zu einem Nachbar 
hinüberzugehen, um zu beobachten, nie ach dabei der Bewagnogl- 
znstand allmS-blich verändere, denn es existirt auf dem ganzen 
T^'nfre ^ar keine Masse, deren Hewegungszustand angegeben werden 
konnte, Yiehueiir erst am Ziel tritt uns der andere Massenpunkt 
entgegen mit seinem indiTiduellen I^eweguugszustand, den wir un- 
abhaugig bestimnieu müssen. Von eiuer differenzirbareu Fuuctiou 
der Baomoooidiiu^n ist aber dabei keine Bede, diese hat nur Sinn 
bei eootiiiiurlieii ^breiteten XaaBeii imd der ibnen angepaaslen 
YcmteOuig der geordneten Bewegongen. 

§ 5. AimlTtiache I>arstellung geordneter Yerrttckungen. 

Aus der soeben dargelegten Eigeuobaft der geordneten Be- 
■weg^ingcn continuirlicli verbreiteter Massen, dafs nämlich die Ge- 
schwindipkoiten der Massenpunkte differen^irbnre Functionen der 
Eaumcoordmaten sein müssen, folgen ohne weitere Annahmen be- 
stimmte analytische Formen, in den man die Lagenverändenmgen 
auädrückeu kann. Wir wollen absichtlich hier nur von Lagenände- 
rungen, nicht Ton G^eschwindigkeiten sprechen, um die Auseinander- 
setenngen allgemeiner zu halten. Verfölgen wir lUbnlidi die bewegte 
Sabatena wihiend ^ea btmraioiiflikd kanmi Zeiteilemeiitea, io wird 
jeder beobaebketo Maaacnpimkt eine kleine Wegstrecke aurlleklegeii, 
wekbe ala gendlinig gelten kann. Bar Gfeiunrerlih dieeer Steaeke» 
dindirt doroh daa Zeitelement, deiinirt dann die GeaofawindigkflÜ^ 
es ist also stets möglich, auf diesen Begriff überzugehen, wo es er- 
wOnscht ist. Die Vorstellung, dafs zu jedem beobachteten Massen - 
punkt eine bestimmte kleine gerichtete Strecke zugehört, ist aber 
auch anzuwenden in l<'Liilen, wo keine Bewegung mehr herrscht, 
sondern eine auf dem Wege der geordneten Bewegung entstandene 
Deformation ruhend fortbesteht Die kleinen Strecken bezeichnen 
alsdann die Yerrttckungen, welche ein jeder Punkt gegentlber einer 
An&ngslage, %, B. einer nntOdioben Gleichgewichtslage erfahren bat» 
jft der Begriff Iftfet aiob aneh featibalten, wenn die Deframation sieh 
in der Zeit yMaäett, wie daa z. B. bei aekwingenden Kdipem der 
Fall iei Baa gemeinsame Merkmal ist, dab aowohl die kkunan 
VenAckuigen als aach die kleinen wUurend dee Zeitelementea 
diaddanftnen Wegstnoken in dem von Masee erfUlten Banm eine 
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geordnetB VeotoigrSlae daisteUen, die maa naok den Coordinat- 
ricbtungen in drei Componenien zerlegen kann, welch' letztere dif- 
ferenzirbare Functionen der Raumcoordinaten sind. Die Compli- 
cation, dafs diese Vectoren auch 1^ unctionen der Zeit sind, wollen 
wir böi dieser Betrachtang ausscbiielsen, also nur gleichzeitig 1 > - 
stehende Verschiebungen betrachten. Die Betrachtung wird dauu 
aus einer kinematisdien eine rein geometnsohe^ wir haben nur za 
Taigkiehen die L^e emer amgadeliiiteii Mum vw vnä nach emer 
UfiiiMB VenoMebmib ob letitere dxudk Bawegang irftbrend das fest 
liealfaniBteii ZeitoleiiMBtoa oder dvieh etae einmal aneogia and 
dann in Ruhe bestehende Deformation hervorgebracht is^ Uobt dabei 
gleichgültig. Vor der VerrUckung kann duroh jaden geometrischen 
Punkt, also durch Angabe dreier Coordinaten <r,,y, x ein bestimmter 
Massenpnnkt bezeichnet werden. Den Ort, an den ein Maasen- 
punkt nach der Verschiebung gerückt ist, bezeichnen wir durch die 
Coordinnten t + 1, jf + fj, z + also sind |, C die Coniponenten 
der Verruckung, von welchen wir verlangen müssen, dai^ sie diile* 
reuzirbare Functionen der Xy also der Cooardinaten tot der 

Yenrttokung sind. Haben irir dabor ftr amen aaegewSUten Maman- 
pankt» der anfIngjKflh an dam Orte a^, y^, ^ big^ die Varrftekan^i' 
oompanenton ^ baetimmt, eo kSnnen wir mit flidfe der aaf 

diawn Ort beaoganen Localwertfaa der DÜEeiMitialqQolaei^Bay alao 
solcher GrOlsen 

(öf ); [4),' (S,' (ö^~eJ.' (öi^J. 

die Verrllokimgen fllr alle in der ümg<^hii:i? dieses ansgewfthlten 
Nullpunktes gelagerten Massenpunkte durch TAXLOB'sche Reihen dar» 
stellen, deren Glieder nach Potenzen der Distanzcomponenten (r — r ,), 

— des beliebigen Punkt'^s von d»>m nTmjyHwUhlten Punkte 
fortschreiten. Die Form dieser Entwickelungeu ist bekanntlich: 

(.^!)(.-^+ (11).-*)+ f-|i).-s) 

+ Glieder dnttea imd bOberen Gbadee, in denen die FacaltiU 
der OrdnangnaU im Nenner anftnib 
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EOi 19 und C flsttA Bwoi gw glekiiirtige BoOmi* hM» 
aas der Tontehenden bOdttn kamiy iBdeoi mn nur das Zeichen | 
ttborall, wo 6t voricommt, durch ij resp. ^ ersetzt Auf die Oon- 
Tei^enzbedingungen solcher Entwickelongen braachen vir uns hier 

nicht einzulassen; der Gttltigkoitsbercich erstreckt sich so weit, als 
die Differentialquotienten der r;, «tetige Functionen sind, also 
keine Sprünge (Discontmuitäteii) aulweisen. Dann können die 
DifTerentialqnotienten sogar nach Art einer geometrischen ßeihe 
der Ordnungszahl wachsen, die Entwickelung convergirt doch durch 
die Kraft der im Nenner stehenden FaedOten. Bis m welcher 
Ordnungszahl man die Glieder becficlnieliligea mnlfa» das hingt von 
vereehiedenen ümeOnden ab; Entens von der Art der anamp 
driiehendfin Defannation, iwMtas tob dar Amdehonng dea Beveichea, 
in wdidiem die Darstellung gültig sein soll, und drittens too der 
Terlangten Genauigkeit der Angabe. 80 wird um den Ausgangs» 
ponkt (xq, y^j hemm ein gewisser Bereich bestimmt werden 
können, innerhalb dessen man horoits nach den Gliedern ersten Grades 
abbrechen darf, weil der Beitrag, den die höheren Glictier uocii zur 
Summe liefern, verschwindend klein \st irps^enüber den linearen Glie- 
dern. Wir wollen einen solchen Bereich kurzweg einen kloinen Bereich 
nennen, dabei aber wohl eingedenk sein, dalti der Beghll der Klein- 
heit hierbei dorebaoB aUAngt Ten der iftomlidien Anordnung der 
Verrttekungniy alao Ton der Art der Defonnation nnd Ton der ra 
fovdemden Genani|^t der Angaben^ nnd nicht etwa darcni, dab 
die Mafaaablen der BiatanicoinpoiieBtan s ^ e^» V^y^t » 4^ Ideine 
BrDflhe nnd, deren höhere Potenzen und Producta gegen die ersten 
Potenzen vernachlässigt werden dürfen. Die Mafszahlen hängen 
nämlich Ton der gewählten Längeneinheit ab und können bei ge- 
nügender Kleinheit dieses Mafsstahes beliebig grofse Zahlenwerthe auch 
im Inneren des kleinen Bf reiches erhalten; das Abbrechen der Reihe 
hinter den hnearen Gliedern ist alsdann nicht darauf zurückzuführen, 
dafs etwa [x — a^)' unendlich klein gegen {x — wird, sondern 

darauf dafe I und alle anderen hftherea JMerentialqniOlienten 
ZaUeawerChe erinHen, welebe tersehwinden gegen den Zahlen- 
wert Ton (-£^1 oder den eines anderen der ersten Differential' 



qnotienten. 

Bkioht man erst hinter den Qhedem des zweiten Grades ab, 
so kann man dadurch die VerrOckangen in weit umfassenderen Be- 
reiohen einheitlich darstellen. Wir werden im dritten Theüe dieses 
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Bandes bei Betruchtang der Torsion und der Biegung solche Glieder 

zweiten Grades yerwendeii. Übrigens kann man statt dessen einen 
weiteren Bereich immer zertheilen in eine Schaar ,Jkleiner" Bezirke, 
in deren jedem man die Beihene&twiokeloDg najok den linearen 

Oliedeni ablnncht; nur amd dun flir die CSoefficieiitan ^] etc. 



in jedem Besirke Tersohiedene Locidwerdie zu seiawn. 



§ 6. GaaetemfflMgkelten der gwordneteii Verrflckuiigen im 
Inneren ktoiiier Berelclie continulrllch verbreiteter Mmxwi. 

Wir wollen uns nun auf die Betrachtung kleiner Bereiche be- 
schränken, in denen wir die einfach st^n Verhältnisse vortinrlcn. Die 
Compoucutcu der Verrückurt«? simi (ümn durch die auf div Glieder 
ersten Grades beschränkten i a v i i u' sehen Entwickolungen nach Art 
der Gleichung (1) dargestellt Die vorkommenden ersteu partiellen 
Differentialquotienten, welche siob auf den Ausgangspunkt in In* 
amn dee He iwui Bwwffleht benehen 0 oonstMite Goeffitnenien, 
welehe die Hatnr der Yetrlldning defimran; wir «oDen dieee dnrdi 



PI 

dx 

d f] 

dx 

Bt 

dx 

nnd erlkalten so die Grandi^ohnngQnt 

I = ;o + h < - a:^,) + o, 0 - + {» 
*? = »/o + *i - ^) + *a (y - J^ö) + ^ 
^ = ^ + <i - + *^ (y — ^o) + ( - 



«1 












dl} - 






"37^ 


dz 1 





(3) 



Um die Coordinaten der Massenpunkte nach der Vetrflokang zu 
erhalten, addiren wir zu jeder dieser drei Qleidtiingen die ent- 
sprechende der folgenden drei Identittten; 

+ — 

« - »0 + - ^) 
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und finden so: 

+ 1 = Xo + lo + (1 + - •'Vl + «2 ('/ - %) + S (* - -o) 



(4) 



Nun ivoUen irir eine Reihe von QeBetacmitfinghiitftn der dudk dieie 
Skiehiuilieii definirten Yeirllokinigen anftnoben. 

Zmiclut fftatea irir ans der Hasse eiii Gontimun -m 
punkten lunna, welcihe nach der Verrfleknng Ammtlioh in 
nülkttadieh gewlhllen Ebene Uegen, dersn Tergchobene Ooordinaten 

+ Dt {y + v), + C) sämmtlich eine ttnd dieselbe 
Gleiehnng beficiedigen, welohe nir Bofareiben kOnnen: 



+ 1) 4- -ß(y + fl) + C(» + ö + ^ = 0, (5) 

and fragen, was ftr einen geomelriMbeik Ort diese Punkte vor der 
Terrtekang fbimirt haben, nas also f5r eine aoaljtiBohe Beiiehnag 
nrischea den laiTeiediobeiien Goordinatan ^ih* dieser Funkte ans 
der Gleiehnng (5) folgt Nnn drücken uns die Oldofaungen (4) die 
Terachobenen Gooidinaten als Functionen rler nnTerschobenen tau, 
wir brauchen also nur für die {x + ^) etc. die rechten Seiten jener 
drei Gleichun<ron in (5) einzusetzen. Sondern wir dabei alle con- 
stauteu Summanden ab und fassen die yahabelen nach den Fac> 
toren Xf y, & zusammen, so ergiebt sich: 

{A'(l + oj) + B'h^ + C7cj \-x 
+ M-a, +5-63 4- ('(1 4. <.,)}.» f(6a) 

Dies ist eine Hneaie Gleiobung awisidien den wLTerHthobeaien 
Goordinaten y, beaeiohnet also ebenfalls eine Ebene. Die- 
jenigen Hassenpnnkte, welche nach der Verschiebung in einer Ebene 
liegen, müssen bereits yor der Verschiebung in einer Ebene gelegen 

haben. Dieser Satz l&fst sic)< ftnch umkehren, so dafs man nllge- 
mein sagen kann: Alle in der Substanz festhaftenden I J i Mien 
bleiben bei der Verrückung Ebenen. Die constanteu Coeffi- 
cienten der Gleichung (5a) sind in geschweifte Klammer einge- 
schlossen. Man sieht, daüa di^e Yon den Coefficienten in Glei» 
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chung (5) sowohl absolut wie auch in ihrem GröfsesveriilltiiilSi sa 
einander abweiclu-n. Die Ebenen werden also im Allgemeinen bei 
der Verrückung Lage und Riclitung verändern. Man sieht aber 
auch, dafs das constante Glied der Gleichung (5), nämlich D, auch 
in (5a) nur als Sunaiiiiüii des constanten Gliedes dieser Gleichung 
auftritt, in den Coefficieuteu von y, x dagegen fehlt Denkt mau 
fidi «bo eine gime Bdhe t<ni Gkiehungen (5) au^estellt, weldio neh 
nur durch TeEsehietoeWertlie d«r CSonttaate D ontendheMbni, so folgen 

nwe in dan consteiitoii 
QlMdo {mkihm die wie md ftafte Z«Ie jtnm Gleidiiiiig bildet) 
TOD einander abweichen. Nan lelvk die analytische Geometrie, da£i 
mehrere lineare Gleichungen, welche nur in dem von x, y, x freien 
Gliede vfrschieden sind, odor v,"lrhe auf eine solche Form gebracht 
werden können, dafs dies zutnlit, dafs solche Gleichungen eine 
Beihe von parallelen Ebenen im Räume dehuiren. Wir können 
deshalb ans der Gleichung (5a) noch das Gesetz herauslesen, dals 
Kbeueu in der Substanz, welche nach der Verrückung parallel sind, 
•ludi lehiin vor der V«anfldamg parallele IStenen weren, odw nm- 
gekehit» dalk parallele Ebenen auch bei dar Yeirlldnuig der Sob- 
Btaai parallel bleiben. 

Eine directe Folgerang «ob diesen S&tien beBieht eiob «of 
gerade Linien, welche durch bestimmte UasamponlEfee der Substanz 
gelnldet werden, denn gerade Linien kOnnen immer als Schnitte 
zweier Ebenen anfgefafst werden , und parallele gerade Linien 
als Schnitte von pnrnllelon Ebenen mit einer anders gerichteten 
Ebene. Die beirelienden Sätze lauten: Alle in der Substanz 
festliegenden geraden Linien bleiben bei der Verrücknng gerade 
und alle parallelen Geraden bleiben parallel, wenn auch ihre ge* 
meinaame Biehtung dweh die Veniekmig im allgemeinen vei^ 
ftndflrt idid* 

Eine mite floaeliiiinfiiigleit betriift die Oberfllohen müen 
Grades. Wir greüiui aas der oontinniiüchen Masse ein Oontinnnm 

von Massenpunkten heranSf welches nacli der Verrucknng eine ge- 
schlossene Oberfl&che zweiten Grades, also ein £lli])9oid formir^ 
dessen Mittelj)unkt mit dem Massenpnnkt zusammenfällt, der uns 
als Ausgan"- j'Hnkt dient. I)a die Wahl dieses I*uükt<'s pdhz iin 
serem Belieben überlassen ist, so kann jedes Mlipsoid im inneren 
des Bereiches in Betrachtung gezogen werden. 

Dur Mittelpunkt dieses Ellipsoides hat also die Coordiuaten 
% + lo* Vq + -0 + ^ und die allgemeine Oleiohuig des- 
selben ist: 
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^K»+ö-K+io)i'+^«sf+i»)-(yo+^o)i"+q('^+.o-(«^+a' 



Die in geschweifte Klammern eingesclilos.senou Tenue lassen 
sich leicht aus Uleichung (4) als Functioneu der (x — (y — y^), 
— Xq) darsteUen, nnd zwar sind ea lineare homogene Functionen. 
Wenn wir also die in Tontehender Gleiobimg forkommaBden Qna- 
drate «nd Produote ausführen, so werden vir das Ganze folgender* 
jualssn ordnen kOnnen: 



+ 2 C» - :g - a^,) + 2 ir, (» ^ a^j) - + = 0 . 



IKe Coefficienten A^, B^f .... 0^ sind msammeugeeetzt aus den 
A, B, 0 und den 9 Constantsii U» Biese Gleieiiiing be- 
seiolniek ebeniaUs sme Oberfliehe nreiten Oradea nnd, da alle 
fmikte x va, endücher Entfanrang liegen, eben&Us ein £Dip* 
seid. Da femer lineare GBedor fehlen, ist der Mittelpunkt desselben 
der Anagmigqinnkt x^,, y^y x^,. Da aber die Coefficienten in (6a) im 
Allgemeinen sSmmtlich verscliieden und von den entsprechenden in 
(6), so hat dieses f^'nrl'Tc Werthe und auch andere Lage der Haupt- 
axen. Wir können mithin die Ableitung der Gleichung (6a) aus (6) 
mit Hülfe der Gleichungen (4) in folgenden Satz zusammenfassen: 
Massenpuiikte^ welche nach der Yerrllckung in der Oberliüche eines 
EüQipeoidee liegen, haben auch schon yor der Yerracknng in einer 
anderen EDipsoidllftclie gelegen, und derjenige Massenpunkt, irolcber 
naeh der T er r ll c kun g im Ifittelpnnkfc des EDipsoidea lieg^ lag anoh 
▼er der Tenrttckang im IGttelpnnkle des anderen EQipsddes. Um- 
gekehrt lautet der Satz: Alle in der Substanz festliegende BDipsdde 
bleiben bei der Yerrückung Ellipsoide, der im Jküttelpunkt liegende 
Massenpunkt hleiht Mittelpunkt; dagegen verändern sich im Allge- 
meinen die Ornfson nnd Richtungen der Hauptaxen. Da fenier eine 
£lüpse immer als Ceutralschnitt eines KUipsoides und einer Ebene 
angesehen werden kann und beide Fläohenarten ihren Cliandvter 
bewahren, so folgt direct noch der Satz: Masseupimkte, welche eine 
EQipse formiren, thnn dies «seh naeh der Verrttckung, und der im 
Ißttelponkk Hegende Massenpankt bleibt dabei Hitt^nnkt Da die 
Kogel ein besonderer Fall der EUxpsoidgestalt ist, so nird anch 



+ (7-0. 



(6) 
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eine in der Substanz abgegrenzte Kogel dmroh die Verrüoknng in 

ein EUipsoid übergehen. 

Hütt<»n wir die Beschränkung auf „kleine" Bereiche nicht ge- 
macht, so würden wir nicht so bestimmte Gesetze haben folgern 
können, sondern wir wtlrden mir gefunden haben, dals Ebenen in 
Flächen toü stetiger Krümmung, gerade Linien in eben solche Raum- 
corven übergehen und dals Elllipsoide jedenfalls geschlossene Flächen 
bleiben. 



% 7. DetormAtloiien. 

In der Darstellung der V^rrürkungen durch Gleichung (3) 
dienten die Coordinaten und ilic Vtjmaknng eines beliebig gewählten 
Auägangspunktttä, also die Gröfseu x^, y^, t/^ ^ alä noth wendige 

Hldfrinitte], um die ^, f/, ^ auf ein im BftUM frilüegaideB Coor- 
üratansyslenL benelieii m kftnneii. In vieten FUlen iB tec eriren 
uns nun die absoliitaii BeIHfe der Yenflebrngcn nich^ aondenk nur 
di« FovmTerlnderangen, «eldbe ivgendwie in den UeuMn Bereieli 
abgegrenzte Substanzmengen erfahren. Dabei kommt ei nicht uf 
die VerrUckong und auf die Anünngalnge des Ausgangspnnkfces an, 
sondern nur darauf, wie sich die relatiye Lage der Massenpunkte 
gopfii den Ausgangspunkt verändert. Diese würden wir finden, 
wenn wir statt des im Räume festliegenden Coordinatensystem«^ cir 
anderes zu Grunde legen, welches seinen Nullpunkt in dem aus- 
gewählten Massenpnnkt hat, und sich mit diesem Terrückt, so dafs 
dabei die Kichtungen der Axen unverändert bleiben. Als Ck>or- 
dinaten dw Ifaflaenpnnkte in diesem System wibrden dann nach der 
bisherigen Besaiclminig x—x^, y—Uo, x—x^ und alt Yenrllökiuigeii 
l^h» 9— %f t—t^ aosnaeheii aeiii. Nennen w diese nnii wieder 
einfteh y, |, % eo erhalten ivir ane (8) und (4) die Glei- 
chungen, welche sich auf ein im Anegangspunkte, also in einem be< 
liebigen Massenpunkte im Lineren des Bereiches festgelegtes Coor- 
dinatensystem beziehen. Formell findet man diese neuen Glei- 
chungen, indem man in (3) und (4) fli^BBy,M4^_|^ai7^3>^mO setst^ 
Die Gleichungen lauten dann: 

Fttr die Venrackongen: 



(7) 
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und für die Coordinaten nach der Verrückung: 

y + + + + \ (7a) 

Diese eiii&dieren 01eiohiingen genügen ftr du Stndiom der 
enengton DefiwinfttimieiL Die VenOdniiig des Ausgangspimktee isl 
dsibd als gemerasame tgarnJatoiisehe PsnIlelTeaQekiiiig des gamen 
Bevaichea eUmiatrt 



§ 8. Kleine Deformationen. Superposittonu 

Die 9 Ooeffiflieiilen, iroldie ab partiaDe DüEarentialqiioÜeiiteii 
der YerrfiokongeQ nach den Coordinateii dngef&hrt wurden, waren 
bisher nur der Beschifahmg unterworfen, dab sie nidiA nnend* 
lieh groJb werden darften. Direr Dim«inon nadh nnd de ja, 
als Qnotieaten iweier Strecken, nnbenannte Zahlen, mithin unab- 
hängig TOn der gewählten Längeneinheit. Sobald man nun diesen 
9 CoefGcienten oder auch nur einigen derselben endliche Zahlen- 
werthe beilptrt, so werden, wie die Gleichungen (7) erkennen lassen, 
die relativen Verrückuiigen von derselben Grülsonorduung wie die 
Abstände Tom Ausgangspunkt, welcher in diesen Gleichungen als 
unTerrückt angesehen wird; die Deformationen sind dann sehr be« 
dentend. Seiat «an beispielswsiae nur = 1, alle ftbrigen Ooeffi- 
eientea ^ 0, so wird dorch die daaait beaeidmete Deformation der 
gegenseitig» Absland alkr Maasenpnnkte in der <p>Biehttuig Tor- 
doppelt So bedentende Delbrmationen hst man in der Phynk 
höchst selten zu betrachten, von besonderem Interesse sind aber 
gerade die kleinen Deformationen, bei denen sich die Gestalt ab- 
gegrenzter Substanzmengen im Inneren der Körper nur sehr wenig 
im Vf rliiiltnifs 7n ihron !>imensiouen verzerrt, denn von dieser Art 
pflegen die Deformatiouen /u sein, welche kleine Bereiche elastischer 
Körper unter der Wirkung endlicher Kräfte zeigen, und welche 
kleine Bereiche strömender Flüssigkeiten in kurzen Zeitelementen 
er&hren. Wir wollen deshalb jetzt die weitere Beachrinkaag ein* 
fUurai^ dala die 9 Goeffidenten «i bia Terschwindend Ueine^ 
positiTe oder negattTe Zahlen sind, deren hAhere Poieaaen nnd Pra- 
doeto Temacb&bssigt werden dttr&n. In diesem Fdle bldben die in 
den Oleidningen (7) imd {fS) vorkommenden ^ 9, ( Uetn gegenüber 
den fB^ th 

B. V. aunoHi^ «bNMi. fiyift, Bcn. 1 
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Es ergiebt sich aus (.ütsei AiioHhuie eine wichtige EHgenschaft, 
die UTigest'örte Addition oder Superpositioii mehrerer kleiner De- 
formatioutin, welche wir jetzt beweiben woUeu. Wir betrachten 
eioen Uomen Bcvoidi einer Gontiniiirliolieii MaatB, midier eine eiete 
Defbnnatioii erlitten Int» deren Coeffidenten Oi . . . . sindi die 
01eiehiiBgen (7 a) g^ben die Coerdinaten des Fonktes, welolier tot 
der Defemstion an dem Orte »f th » ^ Diesem bemti defor- 
mirten Berei li rrtlieilen wir nun eine zweite Deformation^ deren 
Coefifidenten dardi die 9 kleinen Zahlen o^' .... beeeiduiet werden 
sollen. Die neu hinztikommeudeii Yerruclcungen nennen wir ^, rj', ^. 
Die Coordiiiaten des Punktes, welcher ursprünglich in x, y. z und 
nach der ersten Deformation in t + |, y -f 17, t: + ^ lag, werden 
nach der zweiten Verschiebung aus Gleicbung (7 a) gefunden, wenn 
wir die Daten der zweiten Verschiebung hineiusetzen, also Uj' 
■taftt Ol and ^ ttatt |, and ferner die Orte nadi der eiaten Ver- 
sdnebnng, also (a; + f) statt m eto. So folgt: 

« + 1 + r = (1 + 1) + < (y + »7) + «»'(v + C) 

y + 17 + »y' = + I) + (1 4- + + ft,' (» + 0 

* + i: + r-V(» + ö + V(y+«)+a+VK*+ö- 

Die Beträge von (a; + |)i + v)t + ^ welche der ersten 
ITeiTttdning entsprungen sind, giebt der btt ch attMi e he Aaedraok der 
Glddiangen (7 a), welche hier hineinsnsetaen Bind. Alao: 



« + { + f - (1 + «lO-Ki + «i)* + y + *} 

+ a^' .(«^ «+ <^ |f + (l + <^»| 

und ähnlidi die bdden anderen Anidradce. 

Wenn man nnn die rechten Sdten attnnaltQilicirt nnd alle 
Glieder ferU&b^ weldie Prodnde swder Ueiner ZaUen entbalteot 
eo bldbt: 



(8) 



Die einander entqtreche nd en Coeffidenteik der beiden Ter^ 
rttokongen treten aleo einfifchh an Sonunan suuinnienf wir wSien an 
defeelben Sddnbdefonnatien gelangt, wenn wir ment die aut den 
gestiiohdten Goeffidenten Oj' bis V beseiofanete nnd darauf die adt 
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den imgestrichelten CoeffiGienien bis bezeichnete Deformation 
Torgenommen hätten, und direct hätten wir den Endzustand aus 
dem undeformirten herleiten können durch eine einzige DeformaüoOf 
deren Coellicienton (a, + a^'), {c^ + «,')> + 'S')» (*i + • • • • • 
K + Dies lehren die vorstehenden Gleichungen (8), es 

liegt hierin das Gesetz der ungestörten Superposition kleiner De- 
formatiopen, F«m€or liegt darin aber auch umgekehrt eine Anweisung, 
trio mtit eine einhaitiiehe Defonaation «afitUBen kann als Saper- 
poaitimi mehierer. Biese ZerleglMorkeit iit fttr die Analyna von 
grofimn Nntien, d» num anf diese Weise eine eonplidrtore Yer« 
änderang auflö<>cn kann in eine Reihe einfacherer und leichter zu. 
übersehender Yerrticküngen. Wir werden daftlr im § 9 sogleich em 
Beispiel finden. ZunäcbBt i«^t die Möglichkeit einer solchen Zer- 
legung unendlich mannigfaltig; will man z. B. eine vorliegende De- 
formation als Snperposition zweier anderer gedachter Deformationen 
anfTassen, so braucht man nur jeden der 9 Cocfficienten m irgend 
einer Weise als Suinmo oder Differenz je zweier Coefhcienten hin- 
mslellen, anter denen auch einige den Werth Null haben könueu, so 
bat man sweimal 9 Goeffioienten gefondeni wddie swei Defoxmationen 
definiren, deren Sopeiposilion die thatsldiliche Defonnation eigiebt 
Die Zerlegnng wird also stets im Interesse der Erleiditerong der 
mathematischen Behandlang ansgewShlt werden kflnnen, so wie es 
jeder «naelne Fail erfordert 

Wir wollen gleich an dieser Stelle eine Berechnung anfägen, 
deren Resultat wir im Folgenden e^ehrauchen werden. Es soll nämlich 
gefragt werden, in welcher W i i-^o durch eine kleine Deformation 
der Abstand eines beliebigen Masseupunktes von dem Ausgangspunkt 
verändert wird. Die Veränderung bezieht sich im Allgemeinen so- 
wohl anf die Länge als anch auf die Bichtang, hier wollen wir nur 
die erste Aendenmg betraditsn. Der Abstand des Uassenponktes, 
der der VeoMluebvng im Orte st liegt von dem Anegangs- 
punkte sei r. Es ist also: 

= -f i/^ -f z'. 

Darob die Defonnation gehe der Abstand über in r + es ist also: 

(r + ^)»-(« + D» + (ir + ,)« + (« + ö» 

Für die verschobenen Coordinaten auf der rechten Seite sind deren 
Werthe aus Gleichungen (7a) einzusetzen, d. h. es snid die rechten 
Sflitm der drei Gleichungen (7 a) ins Quadr^ zu erheben and zu 
addifisn. Dabei sind wieder alle Tiume fiirlsiilasseB, welolw Qoadrate 
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o<lpr Producte der 9 kleinen Cloefliiciente& als Factotea enthaheo. £« 
bleibt dann Übiig: 

(r + ^J>-(l+2«j)«« + (l+2i^)y« + (l + 2^*« 

\Vt L'i 11 der Kleinheit von (> kann man links setzen (r + o)- + 2r(», 
dei tMiininand hebt sich auf gegen die rechts stehenden Sum- 
mandeu x- -f -{- (d. L die öuinmauden 1 der Coeiüoienttin der 
ersten Zeile Men fori), man bebt dann den gemeinaimeii Faetor 2 
nnd eriillt: 

r.f -ai«* + i^y* + <^»* + (4^-h<ii)y» + (^+<i»)»« + K + Ai)*y» (®) 

ffiannit ist die YeElliigenmg q ausgedritekt dnroh die Ckwffio&eiitai 
der Deformation und die Coordinaten des gewSUten Msasenponktea. 
Dividtrt man diese Gleiobimg doidi r*, so erhslt man links die 

unendlich kleine yerhUtnibsalil q/t zwischen Streckung and ganzer 
Länge des Radins, rechts treten die Brüche xlr, yjr, xfr ani, welche 
die Cosinus der 3 Winkel zwischen r und der Goordinataxen messen. 
Diese seien der Eflrse wegen mit a, ß, y beseichneti es folgt dann: 

^«aj-«> + 6,-^> + c,-y»+(6,+<gi?/ + (Ci+flgycf + (aj+6j)a/9. (9a) 

Die TStli&ltnifsmifinge Streckung des Badins veetor ist also reine 

homogene Function zweiten Oiades seiner drei Richtungscosinni^ 
sie besitzt mithin fttr alle Masseupunkte, welche auf ein und dem- 
selben durcb d^ Ausgangspunkt gdegten Strahl liegen, den g leichen 
Werth. 

§ 9. Absonderung der Drekung. 

"Wat betrachten eine Ideine Deformation eines kleinen Bersicihee» 
wie sie dnroh die Gtteidhnngen (7) nnd (7 a) definirt is^ führen aber 
fibr die 9 OoelBoienten folgende besonderen Beseiohnnngen ein: 

ij-n + » ft, = 6+ 0 b^^l - X \ (10) 

Bm — ^ C^wml^l, «^.«0 + 0. J 

Dala die neu eingaftthrten Zeiehen dnroh die frttheten 9 Ooef- 
fidenten eindeutig bestimmt sind, sckaontman leicht Bei Oj, i^, 
sind nor die Lidices fortgebssen, ftr die Übrigen 6 findet man: 
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— i^-frg, 2|i-i«^-«^, 2i'«fti-«^.| 



(10a) 



Geht man atif die in den Gleichungen (2) gegebenen Bedeatnngeii 
der 9 Zahlen bis zurUck, so lauten diese Festsetzungen 



a — 



dij 



«. dri 



2X 



2^ = 11 + ^» 



2» 





dv ] 


dy 


dz' 


äi 


dC 


dx 


dx' 




?1 


dx 


dy ' ■ 



(lOa') 



IMe Gleichungen (10) sagen mai mm, dafr irir die allgemdne 
BflfuBudioii lerlegen irollan in urai besondere, was nadi den Ans- 
einandenetrangen Uber die nngeelliiie Snpeipodtion eilanbt iat 
Ab Coeffioieoten einer enten Defionnalion nebmen wir die iweiten 
Summanden aJao 

0 ^9 +^ 
+ » 0 (lOb) 
+i 0 

für die zweite Deibrmatiou bleiben dann folgende Coefficienten: 



a 


» 


m 




f» 


b 


l 


(lOo) 


m 


1 


e. 





Wix Ijfginnen mit der Betrachtung der ersten Deformation uud 
suchen zuwachst auf Grand von Gleichung (9) die Vergröfserung ^ 
der Abstände r der Massenpnnkte yom Aasgangspunkt Dabei finden 
wir, dnfo der Anadmek r-g gliedweise Tenehwindet, da eineiseita 
Uer die Dia0ona]g)ieder o^mmb^^o^i^o gesieitat und, nnd fener 
t^^b^mmX—X, a^+«i<*f»— |i» ^-¥«$^9^9, also tmO werden. 
Die Kaasenpiinkto Terlndem also ihre AbstSnde Tom Ansgangipnnkt 
nieht; da aber der Ausgangspunkt ein ganz beliebig zu wrihlender 
Jfaaaenpnnkt des Bereiches ist, so vei^ndern die sämmtlichen Massen- 
pnnkte ihre gegenseitige Liige überhaupt nicht; die durch die 
Coefficienten (10 Ii) fletinirte Verrückung ist mithin gar keine pc>ite 
Deformation, souderu nur eine LagenRuderung des ganzen Be- 
reiches, wie sie auch bei einem ideal-starren System möglich ist. 
Eine trauslatohsche Verrückung kann in unseren Gleichungen nicht 
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mehr zum Ausdruck kommen, da uuser Coordinaten-NaUpuukt an 
einen bestiutrnten Massenpankt geheftet ist und sich mit diesem 
zugleich verruckt Die einzige übrigbleibende Lagenänderung ist 
eine kleine Drehung des Bereiches um irgeud eine durch den Aus- 
gangspunkt gelegte Aze, welche wir nun zu sncbea haben. Die 
VeiTlIckitngscomponeaten des Pimklet z, y, » mad nadi (10b) 



^^^px-l% \ (11) 



1 



Die resuitirende Verrückuug x gegeben durch; 

af»-«* + fl« + {* 

oder laut Gldchongen (11) 

Addirt mau hierzu die identit&t 

0 - A«as* + + - **»*f 

80 kann man den Ausdruck folgendermalseQ zoBammen^uaen: 

;r»-|(i» + ^t + »»)(«* + ^ + «^}-(X« + /»y + »»)^. (11») 

Da Bich der Bereich bei dieser Verrückuug verhält wie ein st irrer 
Körper, so genügt es eine Schaar von Massenpunkten zu verlolgeu, 
welche auf einer um den Ausgangspunkt als Centrum gelegten Kngel- 
fläche zu. üuden sind. Für alle diese ist a:* + y* + = r' derselbe 
Werth und bleibt aach ab Kngeliadiu bei deir Drehung ungeändert; 
dedulb iet «noli für alle Ponlcle der Eogelfllcfae der in gesehwdft» 
Klammer gMeUowene Hinnendita des AoBdradme x* ^ Tortleihendar 
Gleiebimg (IIa) immer der gleiche, die Tenohiedene GhrOfoe der Yei^ 
rAdcong x Abr Tembiedene Punkte der Engelflftche kann nur von dem 
Subtrahendus {Ix+fiy + vx)* herrühren, und zwar wird jif* um so grO&er, 
je kleiner b tztf rer ausfällt Als Quadrat hat dieser nun den Minimal- 
wcrth Null, die gröfste Yerrückung müssen daher jene Massenponkte 
erfahren, deren Coordinaten die Bedingung erfüllen ; 

+ + «^«»0. (Hb) 
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Dirne Gkiduiiig bestimmt nun eine dorch den Ausgangspunkt gelegte 

Ebene, sie schneidet die Kugelflät-he in einem gröfsten Kreise, welcher 
den Äeqiiatnr der gedrehten Kugel darstellt, weil in ihm die grölsten 
Verrückungeji stattfinden. Die DrelmnifBaxo ist die Nonnale auf 
dtr Ebene (11h), bildet also mit deu Ooordiuataxen Winkel, deren 
Cosinus gegeben sind durcii: 



Der Quadratwurzel ist dabei in allen drei Ausdrücken das gleiche 
yofMKihen bdsolegen, dnrob ilowen WaU fiastgelegt wird, weldi« 
der beiden entgegeogeeeteien Nonnalenrichtiiagen auf der Aequatoiv 
ebene dudi Ywetebende Oo^iu angeseigt nirä. Beidmei man die 
Wurzel positir, so rind die Codnui ^eiebetiiiimig mit den algabm* 
ischcn Cocfilcienten X, f^f rechnet man sie negativ, so sind die 
Cosinus alle drei vom ^tgegen gesetzten Vorzeichen als die en^ 
sprechenden Coefficienten. Man kann sich deshalb in beiden Mög- 
lichkeiten leicht Orientiren, i)^ welches von den acht Coordixtatfäohem 
des Raumes der Pfeil dttr Nurmale hniemweist. 

Das Quadrat der maximalen Verrückung, welche die im Aequator 
gelegenen Massenpunkte erfahren, ist gegeben durch deu Minuendus 
in Ölaicliiing (1 1 a): 



md da («* + + «- r* auch das Quadrat des AeqnatamdiiiB 
darstellt, ist das Qoadrat des kleinen Diebongswinkda t^, den der 
ganze Bereich erfUurt: ^^X* + + v*. Daraus folgt fUr den 
Dnbnngswinkei selbst der f^eiohfiUls doppeldeutige Anadrook 



Die Mer betrachtete Verrftckung ist nun aber durch die an 
Grande gelegten linearen Oleichungen(lO) sweifellos eindeutig definirt; 

die Zweideutigkeit der Ausdrücke (11c und d) seigt also an, da& 
hier bei der Betrachtung rotatorischer Phänomene ein bestimmter 

Zusammenhang festgesetzt werden mnfs zwischen dem DrehimgBsinn 
der Bewegung und dem Richtungssinn der Drehungsaxe. 

So lauge man es nur mit Drehungen um eine feste Axe oder 
um mehrere feste parallele Axen zu thun hat^ kommt man in Bezug 
uui diu Id^iuideutigkeit der Aussagen damit aus, da£s man den einen 
Drehuaipsian als positiv, den anderen ala negatiT beaeiofanet, die 




(11c) 



Cr—)* - C^' + + + + 



(11 d) 
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Wurzel & also als algebraische Grö/se ansieht, deren Vorzeiclien 
in jedem einzelnen Falle bestimmt werden kann. Der RotfttionsRxe 
hat mau (lab*n keine besondere Pfpilri« litmif,' zuzuschreiben. Anders 
wenn es tsich um Drehungen liainlt lt, welche beliebig gerichteten 
Axen im Kaumc angehören kuimeu, wie in unserem Falle. 
Mehrere unendlich kleine Drehungen (fol^^ch auch Botation»* 
gesehniiuügkeiteii, weloh« aus jenen «ntsUÄieii, «emi mt». w» dordi 
das Zeitetoment ^vidlri, In waldian m» hl Stande kunon) Iningeii, 
anf d«oiel1>«n Baraiah nixkaiid, am BaBottat der YarrOckong borrar, 
welohai den Gesetien dar gefwietmliaii Additum entqnidkt, auch 
IftAt aeh daa Bamdtafc ainar atnzigen Drehtmg airddiaii durch 
Sqierposition mehrerer anderer um bestimmla Axen, z. B. um die 
Coordinataxen. Letztere Behauptung können wir mit Hülfe des in 
§ 8 erkannten Gesetzes direct beweisen. T>io Drehung, welche in 
Gleichungen (11) deflnirt ist, kann man auffassen als Superposition 
folgender drei Dreiiungen: 

Die ectie mit denlndioas 1 findet stall am die s-Axe, die iweita 

um die y-, die dritte um die «-Axa; die Addition ^ + & 4- 1, 
liefert das | in Gleichung (11), ebenso Vi + V% % = n ^Q^d 
S", + ^, -f C3 = ^ ; unendlich kleine Drehungen verhalten sich daher 

ganz wie i'erichtete Strecken im I^nnme, die Ausdrücke (1 1 0 und d) 
gleichen auch formal deigenigen, welche Kichtoog und Länge einer 





Fig.l. 

Strecke angeben, deren Projectionen auf die Coordinataxen duxdi 
X, ft, V bezeichnet werden. Der kleine Drehnngswinkel & ist dann 
die Inten flität des Vectors, also ein absoluter Betrag, eine der beiden 
entgegengesetzten Richtungen der Drehungsaxe ist die Pfeilrichtung 
des Vectors. Welche man waiilt, ist dabei zu Anfang willkürlich, 
doch muTs nmu für alle Drehungen au ein und derselben Regel 
festhalten; hier soll folgende Begel befolgt werden: Führt man den 
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aittge8ti<eckten rechten Arm von rechts nach Tom, so beschreibt 
mnn eine Drehung, deren Axenrichtnntr von den Füfson znm Kopfe 
zeigt. Derselbe Zusammenhang wird in den pcrspectivischen 
Figui^D 1 yeranschauUcht, die wohl nun ohne weitere Erläuterung 
verstilndlich sind. Für die Rotation der Erde beispielsweise ist 
der Pfeil der Drehungsaxe nach unserer Festsetzung vom Südpol 
nadk dtm Novdpol gericlitek 

ünier Goordiikfttenirjrstem woUeti wir dieser Wahl entspredbend 
so eiariditai, hti Fesiwtouag der cjUisoiieii Beflienfolge 
«y««y . . . jode poeifcifo Coofdinataze als Pfeil eine Die Imngaineig^ 
welche die nächst folgende dnrch einen rechten Winkel tu die dcitla 
Bifihtnngftbedbhrt Diee erreicht man beispielsweise, wenn man z nach 
rechts, y nach vom, x nach oben positiv rechnet. Befolgt man diese 
Regeln, so erhält man für die Cosinus der Pfeilrichtung der Drphunf?s- 
axe in den Ausdrücken (11c) die richtigen Werthe, wenn man auch 
dort die Quadratwurzel absolut rechnet, jene Cosinus also gleich- 
stimmig mit den Coefiicienteu fi, v. Dies ist aber nur eine Folge 
des besonderen Ansatzes der An£uig8gleichungen (10). Die Drehong 
nftmlioh bitte man aoch abeondem kOnnen, und dieselben doppel- 
deutigen Gleichlingen (11c und d) bitte man gefonden, wenn man 
den Coefifidenten X, f^, v ia den 9 Gleichungen (10) durchweg ent* 
gegengeeetsBtee Voneichett gegeben hätte. Die beeondere Wahl, dab 
dort a^^n-'9,ig^n + v und nicht umgekehrt a, « -|- «r, ^ mmn — 9 
gesetzt worden ist, hat also besondere Beziehung zu unseren eben 
gemacbten Festsetzungen. Am deutlichsten sieht man d»f in der 
Zerlegung (1 1 o). Bei der Drehung t/, um die x-Arv wird .mm 
Punkt mit positiven y und x so verschoben, dafs sich bei positivem 
Coefhcienten X die y- Abmessung verkürzt, die r- Abmessung ver- 
längert; dies zeigt eine Drehung an, welche durch einen Bechten 
Mgeeetrt die +y-Bichtung in die +«-Biohtanf ftberftbrfe, der 
"Pkäl der XMhmffua» aeigt abo in dar Biebtnng der poritiTon 
X'AjUf bei aagaliTem Goeffidenion A lat die Drebong entgegeogeeetsl^ 
der FInl weiat in Bicbtang der negalifeii s-Ax& Gans obeoao alebt 
man, daJs für die Drehung 17, ^ der Pfinl bei positivem fx der 
podÜren y-Axe, bei negativem fi der n^^ven y-Aze fitlg^ and ent- 
apfoebend ita die lotete Gomponento am die «-Axa. 

§ la HaupM)llatatloiioii. 

Die bisher unberücksichtigte andere Deform atiou, welche dnrch 
die Coefficienten (10 c) definirt isl^ muis nun, gereinigt Ton der im 
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vorigen Paragraphen betrachteten Drehung des Bereiches, noch jede 
wahre Formändenmg, welche überhaupt bei unseren Voraussetzungen 
möglich iät, darzustellen vcruiügeu, denn sie wui'de direct aus den 
allgememen Grandgleichungen (7) gewönne Die Coeffidenten sind 
jetet nidit mebr 9 wiUkllzlidie Zahlen bis c,, viebnehr «ndieiiit 
die Defonnaidoii dnidi die 6 Daten ah c Imn m der ans (lOe) 
zu erkennenden Anordntmg beetimmi Man kann mit anderen 
Worten äaSkt sagen: Sobald man ans einer linearen Defonnation 
die darin enthaltene Drehung abgesondert hat, oder falls gar keine 
Drehung darin steckt, so ist die Determinante der Ooeü&cienten 
Rymmetrisch um die Diagonale, d. h. «* ^ ^* 

VerrückoDi^compoDenten sind: 



Der Aosdrack (9) für die verhältnifiBmäCsige Längenänderung des 
Badins veetor iit bier im Allgemeinen von KuU Tendiieden^ iwgt 
abo eine wahre Yeneimng des Haasenbereiches an, deren nfthere 
BSgenthtlmTiflhkeiten wir non anftneben wollen. 

Wir knüpfen die Discnssion an die Frage: Oiebt es in dem 
Bereich gewisse Massenpnnkte, welche in Richtung ihrer eigenen 
Badii vectores yerschoben werden, deren Radii yeotores also bei der 
Deformation ihre Richtung nicht ändern, sondern nur ihre LAnge? 
FOr solobe Massenpunkte muis die Froportionsfolge gelten: 



Suchen wir also solche Punkte, so mttssen wir mit Hülfe eines 
nnbestinunten unendKoh kleinen ZaUenfitetois «r folgende Q-ki- 
dinngen anselaen: 



und diese in die Deformationsgleichungen (12) aufeehmen. Dadurch 
werden in (12) die |, t], ^ eliminirt und man erhält folgende Be- 
dingungsgleichungen ftLr die Bejahung der au%eworfeneu Frage: 



(12) 



(13) 



d)-« + n*ff 4> «1«« ■> 0 
»•« + (b— 0)*^ 4- l'ft^O 
m*« + l*$ + ((9 0)*x w 0, 
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Es ist vortheilhaft> gleich hier daranf hinzuweisen, dafs man zu 
denselben Bedingangsgleichungen geführt wird, wenn man diejenigen 
Massenpunkte x, y, z sucht, für welche die relative Längenändemng 
des Eadiua vector, nämlich p/r ein Grenzwerth: Maximum, Minimum 
oder Sattelwerih ist Diese Betrachtung ist mathematisch toU- 
konunen dieselb«| welche im eisten Bande dieser Vwlesnugen ^ sur 
Kenntnib dar HMpttrlgheitanomente eiiMB stenen Maaseöisyitoais 
ftUurte. 

Nennt maa die echtea Brache, welohe die BtefatungsoosisniB 
Toa r darsteUni: mfr^«, wl^^ßi f^^Tt >o ist nadi OleichiiDg (9a): 

oir» + 6/?* + c/" + 2lß/ + 2mra-^ 2Httß, 

Wenn irir die Giensiparilie Ton ^fr soeheB» so haben mt die 
Tarialion des Ansdmekee ^eioh Noll in seteen mter dar Nebsn> 
bedingong^ da& die Summe der drei OoeiniiaqnadrBte 

1 + + 

hei dieaer Yariinnig nidit geiadert irird» da& also die Variatioii 
dieses Ausdniokes ebenüdls §^ch Noll ist Wir erhaUen so die 
hoden Gleiohmigsn: 

+ 2lY'dß ■\-2lß'dY 

+ 2 M p • Ön 4- 2 n u -Öß — 0 

^(a« + ^»+y") =- 2a Öa +2ß'öß + 2y - 0. 

Den gemeinsamen Factor 2 kann man in beiden Gleichungen wegen 
der Null rechts lOsdien, fem«r kann man die beiden Anssagen in 

eine einzige zusammenfassen ohne sie zu yermischen, wenn man der 
einen von ilmen einen unbestimmten Mnltiplicator auf den Weg giebt. 
Wir wollen also die zweite mit einem unbestimmten Factor — a 
erweitem und beide addiren, dann erhält man die Bedingung: 

+ {{na + {b-<T)ß + lY]Sß 

+ + lß-j-ie-a)Y]dY^O. 

* Bd. I, I 46, 8. m and fUgMids. 
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Diese Gleichunt]; kann bei beliebigen Variationen S ff. ^8, fVr offenbar 
nur erfüllt werden, wenn jede der drei geschweiften Klaiiimern ftir 
sich gleich Null ist Wir eriialten so drei Gleichungen, welche nach 
Einreitemng mit r identisch sind mit deu Gleichungen (13 a), zu 
ireleliffn wir nun inrfickkehren wollen. 

Da diese linetr imd homogen sind, geben sie nur in dem Falle 
jm Noll WMdüedeiie WaiMbi dab ihn Detemuaaiito T«nchiriiid€l 
Wir mOasoi ab» Ibrdeni, da& di« Bedingong «iftUt irt: 



a— ff fi m 



0. 



(leh) 



AvilieBolilotseii Ueftrt diese Detsnniiiaate fdgonde eahiscbe Glei- 
ehung ftr das noch anbestimmta <r: 



ff' — (a + 6 + c)ff* + (6o ^oa-^mb^l^^m*'' »*)ff 



a n m 
n h l 
m l c 



-0. 



(180) 



Da diese Gleichung reelle CoeffirieTiten hat, mufs wenigstens eine 
reelle Wurzel n existiren; wir weriicii nachher sehen, dfifs sie noth- 
wendig zu jener Gattung srehört, wi li ho drei reelle Wurzeln besitzt. 
Bis wir dies bewiesen haben, wollen wir die Betrachtung auf solche 
Fälle beschränken, in denen es intrifft, nachher werden wir dann 
eben iMmeiken, da& es dar aUgnnuine FaS ist 

Wir Dannen die drei reeUan Wunebi a^, ff,, ff, und nelunen sie 
nmlohst auch aUe von T«rschiedener GrSlse an. Jeder Ton ihnen 
entepriohi ein besonderes Qjpslani TOn LOeimgen dar Oleiohnngen 
(18a); «ir beieidaMn die Wimab mit entsprechenden Indioea 



^1 Vx '^1 



«1 Vt «t 

3% «r 



Wfgan der Hamogsnaittt dar ^Mdnnigen wardan mobt die ab- 
soloten Wsillia dar Ooordmaten bestimmt, sondara nur ihre 

GrOfsenTerhältoisse, ako nidkt drei einzelne Punkte, sondern drei 
Bichtungen im Baume, drei gerade Linien, die durch den Ausgan gs- 
ponkt gehen. (Diese 9 Unbekannten kOnnan s. B. direet aai^eCalst 
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werden als dia Goonns der Winkel^ wdolie drai Biehtongm 1» 2, 8 

mit den Axcn r. y. r bilden. 

Wir v ollen imii iKu liwoiaen, dafs diese drei Richtongen auf 
einander Benkrecht btelien müssen. Setzen wir in Grleichongeu (13a) 
z. ß. das System von Losungen mit dem index 1 ein, und schaffen 
die mit bdiafieten Theile nach rechts, so erhalten wir die drei 

Diese erweitern wir mit den entsprechenden Coordinaten einer 
der beiden anderen Lösungen, also etwa die erste mit ar^, die zweite 
mit die dritte mit x^, und addiren dann alle drei Gleichongen. 
So findet man: 

Die links und rechte in geschweift« Klammern eingeschlossenen 
Gröfsen bleiben uageäudert, wenn muti die Indices 1 und 2 yer- 
tauscht, man wttide daher ftir sie dieselben AnsdrQcke gefonden 
haben, wenn man nieBst das LBeuugssjstum a.^, x^, «/„ in dia Glei- 
dumgan (18a) eingaaatit imd dann mit t^, y^, erwaiteri Iiaben 
würde; die dondi Addition alwdanii gefimdäna Gleiölinng wlirde sicli 
von der vorstehenden nur dadurch unterscheiden, dafs rechts statt <r^ 
die andere Wurzel er, steht Denken wir uns diese Gleichung eben* 
ffi\h gebildet und von der vorstehenden subtrahirt; die idantisolien 
linken Seiten heben sich alsdann auf und man erhält: 

0-(<ri-<y,)|«,a^ + ft3(!i+^a^}. (18d) 

So lange wir den besonderen Fall ausschlieiseQ, dafs die cubiache 
Gkiehnng mehiefa einander gleiche Wnnaln hautet fbcderl diese 
Oleiofanng: 

Das ist aber die Beduiguug dafür, dafs die Kada vectores 
vnd r, auf einander sealoecht stehen. Das gleiche Besultat würde 
sieh naitllrHöh ergeben haben, wann wir die LOsangan 2 nnd 8 oder 
8 imd 1 in der anseanandeigeeefarten Weise oomlnnirt hUlexk 

Wir gaUmgen abo an folgendem SoUnsse: Wenn die cabisobe 
Gleifilmng drei Tenahiedane reella Wnneln beaitil) so eziitireiL drei 
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bestimmte auf einander senkrechte Riclitangen in dem Massen- 
bereich, welche durch die Deformation nicht verändrrt werden, d. h« 
es gehen durch den Ausgangspunkt drei aufeinander senkrechte 
Oerade, deren Massenpunkte in Richtung eben dieser Geraden ver- 
schoben werden, so dais diese Hassenlinien nur gedehnt oder za- 
sanunongedrackl wardei^ olme ab«r sbra Biohtung zu iadtni. Ans 
dem ümBtand, dals dio Frage nadi den Punkten, fBat «eldie pfr ein 
Oieniwertib ia^ «tif dieaelben BedingongogleichQngen fUhrt» Iblgt 
noch, d&fs die nieliten YerJftngemngen in diesen drei aasgezeich- 
neten Richtongen zugleich Oreu/werthe dieser Oröfse darstellen. Der 
grofsteu Wurzel a entspricht die grfifste Dehnung, der mittleren ein 
Satt*^lwerth, der kleinsten die klein'-^tp Dehnung. Zusammendrückung 
ist dabei als uegaü?e Dehnung anzusehen, und wird durch negative 
"Wurzel werthe angezeigt {Negative (iröfsen sind kleiner als iiositive.) 
Da wir nun in § G schon erkannieix, dafs eine materielle Kugel 
M der Defenudioii im Allgeme&ien In «in EUipeoid Ubeigeht^ 
io folgt nun diieot, dab die el»ett gefondenen drei beMMukien 
Bicbtiingen die Heaq^tasen cUeeet Eaüptoidee enseigen. Wer der 
Radioe der Engel ^eidb 1, so sind die halben Längen der Heapt- 
axen (1 + ffi), (1 + <T^), (l + Deshalb sollen die drei Wurzeln <r 
die drei Haupt-Dilatationen genannt werden, dieses Wort wieder 
im algebraischen Sinne aufgefafst, und die änm gehörigen, auf 
einander senkrechten Richtungen die Haupt^Dilatationsaxen. 

Wir müssen nun noch nachweisen, dafs die gomaehto Annahme 
dreier reeller Wurzeln keine Beschränkung iät, sondern in allen 
FUlen sntrifi^ wie andi die Defonnalionadeten ab 9 Im n gewiUt 
tein mOguL Zn diesem Zweeke wollen wir die entgegengesetste 
Annahme ad absordnm fthrsn. Existiren swei eomplexe Wurasln, 
SD müssen diese nodiwendig ceiqngirt soinj 

<T, — 17 + »■ 

Bann werden aber aooh nnd |f| und |%> 4^ mid Paan Ton 
ooiQngirtfln Gom{dexen; 

s^OT« — t« eic 

Daraus folgt 

x^'x^ it* + ele. 

Der Aufdruck r, + y, + r, wird dann ala Summe von 
6 (r^uadrateu reeller Qrfiisen wesenUich postÜT nnd niftinfr^ff gleich 
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Null *^oin. Die Gleichung (13d) kann in diesem Falle nur dndnrnh 
befriedigt werden, dafs — (t^ = 0 ist, d. h. aber, dafe — 0 ist, 
dafs der imaginäre Bestandthcil ia <t^ und also Teitcbwiudet. 
Complexe Wurzeln sind also ausgeschlossen. 

Dagegen ist die andere bisher gemachte Annahme, dafs die drei 
Wurzeln alle von einander Terschieden seien, nicht nothwendig eat» 
ftUt; es kOmen FUle Torlnaiiiieiif in denen iwei Wnneln eder ger 
«He drei Wnneln identiaoh werden. Solche ItUle wollen wir nun 
betnoiiten. Wnr Ddunm an, die cubisolie Gleiohnng (18 n)^ vetdie 
wir der Kflne halber 8^0 schreiben, hebe iwei i^eiche Wuseln 
9^ wm ff^ dagegen sei tr^ Ton jenen versddeden. Man kann dann, 
wie Torher gezeigt, beweisen, dafs die zu o-g gehörige Richtung senlc- 
TPrht steht sowohl auf der Richtung von cr^, wie auf der Richtung 
yon ff,, dagegen läist sich das für die Richtongen und <r.^ nnter 
einander nicht mehr beweisen, weil in Qleiohung (13 d) der Factor 
(ffj — ff,) = 0 ist, also 

unbestimmt bleibt 

Für die Coefficienten des Polynoms S, also auch für die Daten 
a b e l m n mufs oüeubar eine gewisse Beziehung bestehen, sie können 
niobt mehr so frei gewSblt werden, wenn man wOnsohfe, dais eine 
Dofq^wnnel nuftretsn eoE Als einfsehste Fem dieser Benehnng 
findet man den Sait^ dals eine Doi^wqrsI der Gleiehvng StmO 
sngleieb einfiiche Wnnel der nm einen Grad niedrigeren Gleidivng 




ist. Der Beweis ist leicht Zunächst kann man in jedem Falle 
das Polynom darstellen in der Form: 

Ä - (<r - <rj) (ir - <r,) (if - <r,) 

folglich 

_ » (ff _ _ ff^ 4- (<r _ ff^)(ff _ ff^) + (ff - ffj)(ff - ff^ 

lit nnn a, = «Tj, eo wird — o^) gemeinaainer Faetinr aller drei 
Smunanden dse Anadraokes dSIdv, dieser verscbirindei also^ wenn 
mm die Yaiiahele 9 eelil» d. h. die Doppelwniiel der 
enbsMhen Oleichnng ist einfache Wursel der durch Diffisrantialion 

daraos ebf^leiteten quadratischen Gleichung. Daüs dieser Satz eine 
BsBshnng nwiaohai den Deformetionegrftieen bedenlel^ lenohtet sin. 
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Denn die Coefticienten der cubiöchen Gleichung sind in ppsf.tz- 
mäTsiger Weise aus a b c l mn gebildet; die Wurzeln smd wieiUuuai 
in g^eUm&lsiger Weise aus den Coeffidenten der Gleichung zu 
Uldan, «lao aeUleftUoh ab Arn giiii M gestaltet» FtuMtioiieii der 
6 GvOJmb ah 9lmn anwiiwihwL SbeafitUs ge e clmi i tfiH g ans den 
6 OiOben nuammeDgeBstit nud anoh die CodfioieatMi tod dSjdü, 
Hat man also den Fall einer Doppehvurzcl (»^ — «r,, so denke man 
diese in ah elmn ausgedrückt und für die Vaxiabele a in den 
DiffierantialqiiotieDt eingesetit. £s ist dann 



eine Gldchnng, die nur aus den 6 Deformatioasgrölisen besteht, also 
tiialslffWiftli eine Bsitebinig anzeigt, die im Falle einer Doppelmniel 
eifUlt sein ninik 

Das Venebwinden der Detenninants^ also die Gkiohnng i8 0 
war die nothwendige Bedingung dafür, dafs die drei homogenen 
linearen Gleichungen (I3a) Qberhavpt von Null Terschiedene Lösungen 
filr T, y, % liefern. Zur Bestimmung der Gröfsenverh&ltnissc zwi- 
schen X, y, r genügen dnnn aber zwei von jenen drei GleichuDgen, 
welche man uacli Belieben auswähleu kauu, die dritte, welche man 
nicht benützt, läfst sich au» den beiden gewählten als nothwendige 
Folgerung herleiten. Die hinzutretende weitere Bedingung dSjda^O 
sagt nun ans, daft, mm man in die swei ausgewSUten homogenen 
Glflidiiingen die Doppelworael » einsetst, diese beiden Qlei- 
drangen nidit mehr nnaibhlngig sind, sondern dals die eine ans der 
anderen al^jeleitet werden kann. Wenn aber eine einzdne Be- 
stimmungsgUdidinng die Folge einer einzelnen anderen für dieselben 
Unliekannten gültigen Bestimmungsgleichnng ist, so können sich 
beide nur durch ihre äulsere Form, nicht al>er (hnrh ihren Inhalt 
unterscheiden. Da nun beide homogen und linear in x, y, » sind, 
80 kann der Unterschied nur in irgend einem durchgehenden Zahlen- 
facior bestehen, den man auch wegheben kuuu, um beide Tolikonimeu 
identiadh nt maoben. D» nnn endlich die WaU der iwel Glei* 
chnngen ans den drei TOrliegeoden frillkfiriicb ist, so siebt man, 
dnfo naeb Efneetsvag der Doppelwnrad in die drei bomogenm Glei- 
cbnngen niobt nnr aas der Oombination je sweier die dritte gelblgeit 
werden kann, sondern dafs aus jeder einzeluen die beiden anderen 
hergeleitet werden können (und zwar einfach durch £rweitemDg mit 
passenden Zahleufactoren). Bei Einsetzung der Doppelwurzel werden 
also aUe drei Gleichungen identisch, sie sagen nicht mehr au«, als 




u 
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eine von ihnen. Bestimmte GrörseiiverhältniBät zwischen x, y, », 
also eine bestimmte Richtnng im Räume kann mau ans einer ein- 
zelnen liueaxeu homogenen Gleichung nicht linden, eine solche de- 
finirt vielmehr nur etn« bestimmte^ dmcli den Ausgangspunkt gelegte 
Ebene, ftr decen sftmmfliQhe UMeenpmikte die Foidenmg efftllt 
isl, welehe sar AnftteUung der Gleiohimgeii (18) fUurtei Alle in 
dieser Ebene gelegenen Htnaipnnkte ei&hzen die gleiche reine 
Dilatation ihrer Radü vectores. Eine Berorzugong sweior bestimmter, 
auf einander senkrechter Bichtungen in dieser Ebene, entsprechend 
den beiden gleichen Haupt- Dilntationen o-j und <r, ist durch die 
Natur der Deformation nicht bedingt, doch kann man, wo es er- 
wünscht ist, zwei solche Richtungen beliebig festsetzen, ohne die 
Allgemeinheit der Betrachtung zu stören. Eine in dem Massen- 
bereich abgegrenzte Kugel geht über in ein Rotationsellipsoid, die 
•oeben gefundene Ebene beieichnet den Aequator, die danuif lenkreohte 
Biditnng^ welche der dritten Wnnel angehOrl» die Bolatioiu«i». 

Tritt endlioh der Fall ein, dab alle drei Wnneb er einander 
gUöeh aind, ao 6ndet man tiberiiaapt keine bevonngten Biehtnngen 
in dem defbrmirten Bereioh, die Sadü Teetoiea aimmtiioher Maaaen» 

punkte erfahren dann die gleiche reine Dilatation oline Aenderong 
ihrer Richtung. Eine Kugel bleibt dabei kugelförmig. Man kann 
in diesem Fnllo drei beliebige auf einander senkrechte Richtungen 
als Axcn dreier gleicher HauptpDilatationen festsetzen, wo dies er- 
wünscht ist 



$ 11. Synthese der aUgemefnen Defbnnatloii. 

Im TOrigen Paragraphen wurde die alle: meiiistc wahre Defor- 
mation, welche durch die Oleichungen (12) dargestellt ist, analysirt 
Das Resultat war die Anffin»1nn«? dor drei auf einander senkrechten 
Haupt-Dilatationen, iti deren Kichtungen reine Dehnung (positive 
oder negative) ohne Ablenkung eintritt und zugleich Or* nzwerthe 
des numerischen Betrages der Dehnung herrschen. Jetzt soll der 
umgekehrte Weg eingeschlagen werden. Es sollen drei auf einander 
aenkrechte reine Dehnungen (znnftehtt von yatecWedener OrObe) in 
dem Kaseenbereioh superponirt werden und gezeigt werden, daXs 
dieae, beaogen «of ein beliebig gegen jene Bavptriohtnngen orientirtaa 
Coordinatoosystem, zu den allgemeinen DeformationsgleicbungeD (12) 
führen. Wir wählen einen Ausgangspiinkt oad legen durch ihn drei 
aufeinander senkrechte Axen, die Abmessungen eines lüaaaenpnnktea 
H. V. Hmaous. ÜMornt. FkjtOu Bd. IL S 



uiyiii^ed by Google 



84 



§11 



in diesem Axensystems seien bezeichnet durdb as'y'*'- Nun nehmen 
wir mit dem Bereich eine reine Dehnung in der x'- Richtung vor, 
der Betrag sei ffi, dM heilat für die Yerrückungen i'tj' C sollen die 
Vociehriftack gdten: 

Darauf dehnen wir in der y'-Bichiimg am d a Betrag a,. 

Dabei ist: 

r-0, r-o. 

Endlich dehnen wir in der ;c'-£ichtuiig am den Betrag 
Dabei ist: 

N:k'1i fhm ("tpspf? der nngeatörteu Superposition ist das Resultat 
dieser drei iJetormaüontn dasselbe, welches man erhalten hätte, wenn 
man eine einzige Deformation nach der complidrteren Vorschrift 



ausgeftüut h&tla. Fltr jedan M»wimpniilct findet nua danh geo- 
metrisehe Addition der drei «nf einander aenlcrMliien kleinen 
Strecken ^ifC deaaon reaoltirende VeKrftckimg. Lelttere sdU nnn 
in Bicbtong dreier beliebig gefen die Haapt-DüwtatioMigen orienlirten 
Goordtnatasen x, y, z m Componenten zerlegt werden. Der An&ng^ 
ponkt dieaei Coordinatensystems soll in demselben als Ausgangs- 
punkt bezeichneten Massenpunkt liegen. Die Cosinus der Winkel 
zwischen den positiven Axenrichtungen beider Systeme wollen wir 
kurz bezeichnen, wie aus folgender Tabelle zu ersehen ist: 





X 


0 

y 


*' 






«, 




y 






ß^ 


»1 









(14a) 



alao beupiebweiae oos (x'y) « /9p ooa («^») » . 

Die Gompooenie \ findet man ala algabraiadie Somme der 

PAgectionen von f r[ ^ auf die «-Axej die algebraischen Werthe 
dieser Projectionen wiederum findet man dordi Maltiplication der 
Strecken mit den Coainiia der Biohtnngiwmterechiede. £■ 

iat alao; 
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(14b) 



(140) 



(Ud) 



? = ^1 1" + /'a v' + /» r 

oder nach den Gleichungen (14) 

Statt der hier vorkommoideii Abmessungen xy % des beob- 
achteten Massenpunktes können wir nun dessen Coordinaten xy» in. 
dorn um UM gowihUen System einftfaron. Die Aiudrüeka fllr ^jfii 
werden elieii&fli mH HtiUb jeew 9 Ooeums geAmden: 

= «1 T 4- y + » 

Setal man diew in (14b) ein nnd ordnet die Antdrtoke nadi 
d» Faeloren », », ao erbllt man: 

+ (/'i «1 '^i + ^2 '^a + ^3 «3 '^a)* 

+ (i^i /i '^i + i^s /2 + «^s)* 

(Ti «1 + y,«^«r, + y, «, ff,)« 4- ff, + A «'s + A 

Dies iit das ScblalBreraltat der Bedmnng, die Yrnrllokimge- 
oomponenten ifi ( sind dtu-ia ansged rückt als Functionen der 

Ortscomponenten beide bezogen auf dasselbe beUebig gewählte 

Coordinatensystem. Wenn also die Snperposition der drei auf ein- 
ander senkrechten Hauptdilatatiouen die allgemeinste iH'formation 
liefert, so müssen die Gleichungen {14e) übereinstimmen mit den 
Qlaldiungea (12). Dies ist nun wirklich der Fall, sobald man setzt: 



(14«) 



(.j-ffj 



'-SAn^i 



(15) 



Die dnrch die Sümmenzeiclicn abgekürzte S<direibweiS6 ist uach 
folgendem Beispiel zu verstehen: 



I 



I 
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2 «i* 0^1 + ff, + ff. 

Sä ri«i - A ri «'i + Ä rt^'i + Än«»!- 

Süid ad«lm» voigMohrielMii, w liAt man in (15) 6 Bertimnnnigi» 
l^chiiagenftr die drei HmpIffiJatationen «r, und die 9 Biditongi- 

cosinus. Zwischen letiteren bestehen aber bebuinfUeh aeobe nnab- 
hftogige Belationenr s. B. folgende: 



Im Ganzen hat mau also 12 Gleichungen för 12 Unbekannte, 
oder wenn mau die 6 Kelationea (IG) beuüUt, um die ö Cosinus 
auf drei unbekannte GiO&en in redncireD, ao hat man dia 6 Gleiekangen 
(15) ftr 6 Unbekannte, jedeofdls alao Tolbttndigae MatoriaL Die 
AniQ^be haben w aber bereite im Torigen Baragn^ben anf andere 
Weise gelOefk die Beaeicbnnngen imterBdieiden noh nnr in dem mi- 
weaentliohen ümatand, dafo dort die Ycrhaltnisse der Cooidinaien 
i^'lfiiXi, ^2-ys-^> ^»'th'^ den Haupt-Dilatationsaxen ge- 

legenen Massenpunkte bestimmt worden, während hier direct die 
Richtun^cosiuus der Hauptaxen dafür eingeführt fifid Von Nutzen 
sind aber die Gleirhanpen (15) in dem umgekehrten > aUe, dafs man 
die drei Haupt -Dilatationen und deren Hichtungen vorgeschrieben 
hat, und nun nach den 6 DeformaUonscoefticienteu in Gleichungen 
(12) fragt 

Wir aabeo im Torigen Paragraphen, dalb in dem Falle mier 
lieber Wonaln a^ = die Biebtangen dieeer beiden Haapt- 
Dilatationen nnbeetimmt werdoi, daas aie nnr in einer Ebene liegen 
mllaaen aenkrecht rar Aze der dritten daron yersdiiedenen Dilap 

taüon ff,. In den Gleichungen (15) molii aiob diese Eigenthümlicb- 
keit darin anedrücken, da£s die mit den ladices 1 und 2 behafteten 

Richtttnggcosinns nicht znr Werthbestimmung der 6 CoefRcienten 
beitragen, sondern dai's nur y.^ EinÜuiA behalten. Man findet 
denn auch für ffj ffi ans (ileichong (15) 



2Än 



i-SÄ« 0 
i-Sn» 0 



(16) 



« - («I» + + «b'fft 

Ana (16) folgt aber: 



ICtbin: 
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(15a) 



Hat man eodlidi dni Reiche Wnnflln ■» o^, wo fallen dUiuiii> 
lidiB 9 Ooainiu ans den Bettimmnagen fort und man eifa&lt ftr 
IUI: 

ammh^9im^^, |«B«|aB«|HO. (16b) 



§12. Volum-DOntatioiL 

Das Wesen einpr jeden kleinen T>»'formation ist nach il( ii ge- 
machten Betrachtungen jetzt Tollkommen deutlich, mau gewinnt 
eine erschöpfende nnd zugleich anschauliche Vorstellung derselben, 
wenn man aus dem Gebiete eine Kugel herausgeschnitten denkt und 
mit dinar dm EUqMoid yergleicht, weldiee dämm bei der Defor- 
mation anMebt Man kann an TenobiedeBeB Stdlea der Snbetans 
eine gume Scbaar glaaober Engeün abgegrenst denken. Somit der 
Bereieh als „Uein** gelten darf, d. k ae lange die yerrfickongen 
lineare Fimctiionen der Gooidinaten mit conaianten D formatiooa- 
coefficienten sind, sind dann auch die sämmtlichen Ellipsoide con* 
gment und ihre Hanptaxen gleichgerichtet. Es ist klar, dafs Tnan 
das Anschauungsmittel dieser KTifr*^ln und Eilipsoide auch verwenden 
kann hei den ungleichmafsigen Delürmationen grölserer Bereiche, in 
denen man zur Darstellung der Verrückungen entweder höhere Po- 
tenzen der Coordinaten zu Hülfe nehmen mnls, oder den Coeffi- 
doiten dar Bnearen Avadrttcke Ar Tersduedene Stellen aneb Jtas 
eobiedene Wertbe beilegen mnfo. JedenfoUs pebt das Bild der Engel 
nnd dee EUipeoids an jeder Stelle die dort beefeebende Defonnation 
vollkommen an. 

Bisher haben wir unsere Anfmei^samkeit auf die Dilatation von 
Strecken, also auf die Yerändernng der Abstände je zweier Punkte 
der Masse gerichtet. Wir fanden dahci im AllEronieinen Aendening 
sowohl der Länge wie auch Richtung dieser KStrecken. Nur in 
drei auf einander senkrechten ausgezeichneten Richtungen fielen die 
leLctereu Veränderungen weg und zeigten zugleich die ersteren 
Gfeuwertbe. Das gleiche Yerbalten würden wir nim finden, wenn 
wir BOT Betraehtong Ton FUebenetlloken übergehen würden, welche 
ver and nacb der DefofmatioB dnrch dieeelben beetimmten MaeBon* 
pnnkle in der Sabatans erkennbar gemaobt ebd. Diese Befeneb- 
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tuügen siad iüdesaen nur in einem beschränkten Gbbiet physi- 
kalischer Erscheinungen, den Oberüäcbeugestaltungen tropf harer 
Hässigkeiteo, von Wicbtiglveit, und sollen hier nicht verfolgt werden. 
Dagegen wollen wir die VolrnnTerinderaDgea abg^prenzter IkUsseo- 
bereielie dmxih Definmatioiieii dar belnditeteii Axt jelit nlher nntar» 
mchoii. Gldoh wie wir dm Begriff der Ltogendilatetimi» afao den 
Brach iffr und die geencliteii Hanptdiletalioiieii v definirt heben eb 
die VeriiftltniTszabl der Verlängening zur ursprünglichen Länge, so 
wollen wir als Begriff der Volnm-Bilatation au&tellen die Verhälinüs- 
zahl des Yolumzuwachses zum ursprünglichen Volumen. Soweit die 
Deformation gleichmäfsig ist, ist Hwh offenbar diese kleine Ver- 
hmtnifsz.ahl constant, bei Vergrölserung des VoluTnf»Ti«^ positiv, bei 
VerkleiiHTung negativ. Ein Unterschied nach verscLiudenen Rich- 
tungen kauii dabei nicht auftreten, da Volumina im Gegensatz zu 
Strecken und ebenen Flächeustücken ungerichtete Gröisen sind. 
Befraohten wir eine Kogel ▼om Bedins n deren Volnmen ist 

Diese geht über in ein Kllipsoid mit den li ilKaxen r{l a^), 
r{l + <r^ r(l + <r,). Das Volumen des Ellipsoids ist also: 

F'-:^ .r(l + <rj .r(l + a,). r(H- 

oder nach YemachUtowgnng höherer Potenaea der kleinen Zahlen «r 

r - r»(l + ^, + + <r,). (I7ä) 

Die YolumdilaUtion» die wir « nennen wollen, ist nach unserer 
Definition: 

0» - (18) 

nnd erh&lt nach Gleichungen (17 und 17 a} den einfachen Betrag: 

9^. {18a) 

Dieser Ausdruck gilt nicht nur für ursprünglich kugelförmige 
Voltnnina der Substanz, sondern für jede beliebige Gestalt, Will 
man dies ausführlich nachweisen, so denke man sich den Masaen- 
bereieh durah drei 8ohaaren ^n Ebenen in hinreidiend Heine reohi* 
winklige Parallelepipede zenMhnitten, deren Eaaten den Haupt- 
insriflhtnngen der Tonnnehmenden Deformation peiallel sind. 
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Pie?e Raumzellen bleiben dann aucb nach d( r 1 'r torniation recbt- 
^viiiklig. Alis solchen kleinen Räumen kauii man nun jede gegebene 
< Vulumgestalt mit beliebiger Annäherang zaaammensetzen, and das 
dafomurte Volomen betteht dann ans denselben Mementarräumen, 
mldke an» m gltidur Wma»' ätAtaki dnd. Di« Eautonlliigni 
der wnwIiMin BSiune teiak in der Numeriniiig der Haii|it^Di]atik 
tMUMii i^, h^, k^, des Volumen eines einielnen ist denn kg'k^'t^ 
Das beliebig abgegranite Yolnnieik V «nfhslte . N solche Baum- 
elements^ also ist 

Nach der Defonaation sind die KaTitanltegen dar einseinen 
Bftnme (1 + 9,)» h^{l-¥ ^ (1 + 0t)* ^^nn EfauelTOliimina also 
ii-*^.li(l + <rj)(l +(7,)(1 4-<r,)- + +<r, + ff,) und 

das gesammte deformirte Gebiet besteht aas ebenfalls N solchen 
defionnirten fiannelementeD, dessen Volumen V ist also: 

daraas folgt nach Gleichung (18) für das beliebig ^staltete Volamea 
ebenfalls die räamliche Dilatation: 

ff| + ffj + 

Um nun o durch die 6 Coeffidenten der Deformation darzustellen, 
ist es nicht nMhtg» die dteiWnnehi 9 der eahischen Gleichung (lac) 
eintehi aosiuechnen nnd in addiren, denn nach dnem bekannten 
Geeetc d« algebnusofaen Gleiofaimgen mnb die Somme der Wvneln 
gleich dam Ooeffictenten tum <r* mit entgegengesetztem Vonetchen 
sein; man liest also ans jener Gleidrang direct ab: 

ffi + <r, + ffj = a -I- » + . (18h) 

Mithin ist die Volum-Dilatation, welcbe eine deich die CoefScienten 
abclmn angegebene Deformation erzeugt: 

Die drei Goefücienteii m, n sind also auf diese ohne Einflufs. 

Die Gleidmng (18b) kann man flbfigens aneh ohne Benfilsang 
der cnbischen Gleidmng aUeiten durch Addition der drei links 
ttehenden Gleichungen (15) unter Berllcksiditigung der drei Unke 
stehenden Cosinosrdationen (16). 

Gehen wir noch weiter zurück auf die Bedeutung der Goeffi- 
eienten Ofb^cl Zum Zweck der Absonderung der Drehung m An« 
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fang des !< fi t,mii «1(>ii für die früheren 9 rofifticienten der Deforma^ 
tion, weiche in (aleichungen (7) Torkommen, andere Bezeichniin^pn 
eingeführt. Die Aenderung bezog sich abernuraufdie sechs seitwärts 
stehenden Gröfseu, die drei Diagonalcoefficienten a,b,c sind iden- 
titdl mit den früheren a^bj^e^ geblieben. Letztere wurden aber 
deltnirt, befor mr den NnUpuikt des Ooovdiiifttensysteiiis •& eioen 
iMStimmtea KuBeaiMiDkt geheftet htMm, vm geneineeme PeiaUel- 
veirtelmiig dee gameii Beraieliee tue der Betnehtnng uansolieideii. 
Gleicibvjel elao^ ob taut durch ^, 17, als Imeare Fonotionen der Mm 
Benmcoordinaten x, y, z eine allgemeine geoidnete Verrttckang eines 
Massenbereiches darstellt, oder ob man eine gemeinsame Translation, 
oder endlich noch eine gemeinsame Drehung daraus abgesondert hat, 
in allen Bällen behalten die drei Diagonalcoefficienten folgende 
ursprüngliche Bedeutungen 

•"äi' '"^ü* 

Die Volum-Dilatation, welche durch eine Ueise geordnete Verrüelonig 
Ml einer Stelle einee Miwmbereiolm eraengt wird, ist ■ithin: 

Ffir die Di£terentiaIi|iiOtienten sind dabei dieLooehrerthe einniselMBi 
welche an einer bestimmten Stelle der Sobstani gelten. Bei gidob- 

fSrmiger Deformation kleiner Berdche sind die Werthe «n allen 
Steilen ^eich, im Allgemeinen kann aber bei grSsaeren Bereiehen 

e» an verschiedenen Orten Terschieden sein. 

Bei einer Deformation ändert sich im Allgemeinen sowohl das 
Volumen eifios abseprenzten Massenbereiches als auch dessen Gestalt, 
d. k die überliäche des Bereiches bleibt sich nicht geometrisch 
ähnUch. Das Volumen bleibt erhalten nur in den besonderen Fällen, 
wo die Summe der drei Wurzeln a gleich Null, also auch a -^b 0^ 0 
ist; die Gestalt hingegen bleibt sich aelbet geometrisah ihnlioh nvr 
in den besonderen SUlen, wo die drei Wnnehi c alle einander 
l^eiob, also wo nach Qleiehnngen (16b) o « 6 » 0 und l^m^n^ Q 
ist Entere SonderfUle wollen wir raine GestattAnderangenf letstere 
ratne Volnmtadernngen nennen. 

§ 18. Sclieegningon. 

Die Auflösung der aUgemeinslNi wahren Defonnalion in die 
drei HanpllineMdiktalioiien ist swar eine enohlSiifende DanteUuig 
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der Eirscheinaog, jedoch nicht die einzige. Es giebt eine andere 
Art der 2>erlegung, welche eigenthQmliche Vorzüge bietet, zwar nidit 
gerade die analytische Behandlung, wohl aber für die üntor- 
Bcheidung der physikalischen Eigenschaften zweier versrbiedener 
Klassea von delbrmirbaren Körpern, der festen und der liüsaigen. 
Diese Art der Darstellung zerlejat nämlich die allgemeine Deformation 
in eine reine Volumäuderung (gegen welche alle Körper Widerstand 
liisten) und eine idne QeetaUlndening (waUdisr nur die Men, 
niflht aber die flfleeig«! Kttrper nidnetehea)» 

Dab eine aolohe Zerlegong deli tMn MufUmn lilkt^ kian niMi 
maflittietieeh kieht nadnraleen. Die Torgetogte Defommtion 
die CoefÜcienten <i, b, e, l, m, n. Wir zerlegen sie in swei andere^ 
Coefi&cienten durch die Indices 1 und 2 chnrnkterilirt ioin 
nllgai. Dann fidgt aot dem SapeipolitionBpzindpi 

a — + 5 — 6j + 6,, »«wj+n,. (19) 

(t) Fordeningen.) 

8o& nnn di« Deformation (1) eine reine YoUimdelmQng aein, lo mnJa 

Ol SB 6^ = und = = fij = ö (19a) 
(5 Forderungen.) 

Min; adl die Defonnalion (2) eina nine OeelnlUlDdaning Min» ao 
mmk mm fordern: 

0, + 6, + fi^ - 0. (19b) 
(1 Forderangl) 

Den 12 Fordorungca, welche iu den Gleichungen (19) (19a) (19b) 
liegen, genOgt man, indem man den 12 unbekannten Co^fioieDten 
folgende jBeträge giebt: 

«^-*j-<^--i±*±i-, ^-«^-„,-.0 (20) 

Sa — — 0 



8 

fl^ ««• g 

2c — a — ft 
*b 5 IS-"». 



(20a) 



Man sieht hieraus, dafg eine solche Zerlegung st^ts und nur auf 
eine einzige Weise möglich ist Die reine Voiamveränderung ist 
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ein 80 einfacher, leicht anschaulicher Vorgang, dafs weitere Aus- 
einandersetzungen darüber unnötliig erscheinen. Dagegen ist die 
reine Gestaltäuderung lür die Anschauung noch ebenso complicirt» 
wie 68 die ailgemeine Definrmatioii war. Mao könnte zu ihrer Analyse 
wieder auf die drei &tnptdilAtataoiie& nrückgreifcn, doch wftrde 
man me dadnroh anfEuBen ale Sapecpoeitioiieii dreier Ymfßüg^ 
denen das Gbarakteritticam der reinea Gestalttadentogeik einzeln 
nicht znkommt, weil mit ibnoD auch VolnmTerändenmgeii Terbunden 
sind, die sich nur in summa vemicliteii; die Absonderung der reinen 
Volumverändening würde nur als eine unnütze Weitläufigkeit er- 
scheinen. Atidprs liegt die Sache, wenn es gelingt, die aüijenieinstö 
reine Gestj^it tu Ji rang zusammenzusetzen aus einfacheren >jlemeutar- 
deformaüonen, welche bereits einzeln den Charakter zeigen, das Volumen 
unTerändert zu lassen. Solche finden wir in den Schiebungen paralleler 
Sdiiehtea oder j,Sbheeningen<', wdolie wir jetiEt betmohtea wolkn. 

Wir denken mis dnrch einan Mtiiwonbereidt eine ÜBete Gmnd- 
eliene gelegt deren If aseenpnnkte nnTerr&dtt bleiben, and in dieeer 
eine feste gerade Linie bezeichnet Die als Scheernng la beieiohp 
nende Deformation bestellt dann, dafo alle Massenpunkte parallel jener 
festen Geraden verschoben werden um Strecken, die proportional 
dem Abstände der Punkte von der Grundebene wachsen, nach beiden 
Seiten in entgegengesetzter Richtung.. Der Proportionalitätafactor 
zwischen der Verrückung und dem Norm alabstan l von der Grundebene 
BoU eine kleine Zahl sein, damit diese Dei'ormatiou unter die Klasse 
der uns besonders intererairenden kleinen Deformationen gehöre, flier- 
dorch ist ein leicht TorsteUbarer Vorgang besehrieben. Offenbar er- 
&hren alle in derselben Parallelselnoht rar Gnmdebene ^legenen 
Hassenponkte die Reiche Vezrttcknng, die gegenseitige Lage der 
Punkte in der Schicht wird nicht TerSndflrt. Denken wir also den 
Bereich in lauter sehr dünne Schichten zerschnitten and ertheilen wir 
jeder Schicht dieselbe kleine Schiebung gegenüber der darunter- 
liegenden, wie man das z. B. mit den Blättern piiiPR Buclips leicht 
ausführen kann, so haben wir ein anschauliches Bild einer solchen 
Scheeruug. (Ein Unterschied liegt nnr darin, dafs die getrennten 
Papierblätter einer Schiebung der Schichten keine inneren EriUte 
entgegenaftelleni wihiend bei ebem cd^teeaten Hasten Eöiper eüi 
starker Widerstaad an Qberwinden ist) 

Znr TidlstiUkdigen Beedhreibang einer bestimmten Scfaeerang 
geliOren drei Angaben: Erstens die Lage der Schichten. Diese 
wird am kürzesten durch die Bichtung der Normale auf der 
Gmndebene beseiohnet Zweitens die Schiebitagsnohtiing, wdohe 
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tangential zn den Schichten, also senkrecht auf der Schichtnomutle 
liegen mufs. Drittens der kleine Zahlenfactor, welcher die Grö&e 
der Scheerung bestimmt. Dieser lotztore tritt in die Erscheinung 
als der kleine Winkel, um d ii « ine Massenlinie, welche vor der 
Deformation normal gegen die Schichten stand, abgelenkt worden 
ist Bei gröfseren Scheerangen miilste uiuu zwar sagen, der Taugens 
dieaes Winkels giebt den Froportionalitätsiactor an, jedoch ist bei 
luanmSäAtamA UeineD Winkeln die TMigena nnd du Bogenmalk nidit 
m untaraoheideD. 

Die analytiMdie Dantellnng einer Soheenmg geataltet ndi natttr- 
laoherweiee am wnfiiehiten, wenn man die Oooidlnaliezen in die ans- 
geieifilmeten Richtungen Terlegen darf; dies wollen wir zunähst an- 
nehmen. Wir wählen z.B. als y-Ase eine Normale auf den Schichten, 
letztere liegen dann parallel der {x, r)- Ebene, diese selbst sei die 
feste Grundebene. Als Vrrschirhungsrichtnrti^ können wir dann noch 
entweder die x- oder ^Axo nehmen, da beide tangential zur Grund- 
ebene laufen. Wir wÄhlen die positive t-Richtung für die Ver- 
rückungen der auf der positiven Seite der Qnmdebene gelegenen, 
nlso durch eine positiTe Abmesaiing cihamlteriairten MnaBenponkta. 
In perspectttiwte Zeicbnoog wflide licli denn die Scheerong einet 
rechtwinkligen Panülelepipedfl, welchee dnrch die drei Goordinatebenen 
md drei gegenllberliegeindeii<£benea im poeitiTen Oktanten dea Banmee 
abgegrenzt ist, ausnehmen, nie in Fignr 2 angegeben. Die verkürzt 
geeehene ^^Axe weise nach vom gegen den Beschauer hin. Die Gestalt 
vor der Deformation ist OX V Z YWPU, nach der Deformation 
OX VZ r W r' V. Der kleine Winkel 1" O Y, der vier Mal in der 
Fii^ur zu finden ist, giebt das Mals der Scheerung oder den Scheerungs- 
winkel, den wir mit i?- bezeichnen wollen. Die drei Kanten OX=Xy 
OY ^ y, O Z = » sind die Coordinaten irgend eines Maasenpunktes P 
Tor der Venchiebung, die Verrttckung desselben ist PP', sie bewirkt 
aar einen Znmudis 1^ der^P-Abmeaeung, x und y bleiben mmlodect 
Ana dem redbiwinkligeo Bieieek VP liaat man die Glaiflimng ab: 
PJP'.i rP-tangPTP, daa hdeat C-^'y* Deformationa. 
gleichimgen dieser Seheemng lanten daher, wenn irir die yenOekongen 
avm Untatacluede gegen naoblier Tüimneihmeode mit ^^^^ be- 
aeiiilinens 0 

n,^o (21) 

Wir haben hier einen besonderen Fall unserer allgemeinen Glei- 
chungen (7) vor uns. Von den neun dort vorkommenden Goefdcienteu 
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Oj bis sind hier acht i^leich Nnll, nur der fine hat den Werth 
+ Da die drei Diagonaicoeflicienten a^, b.^, Cg fehlen, also die 
Summe Null geben, ist diese Deformation ohne Volum Veränderung, 
waü Hut ii direct aus der Betrachtnng von Fig. 2 (Cougrueuz der 
keilf&rm^en Blume OXWTWT und VZPÜF IT) folgt, wonn 
mia bedenkt, dafii jedee beliebig gestaUele Tehunen ms eolchea 
reelilwiuUigen Blameii nuemmengMetet gedeehi mtden kaim. 

Si lolkii jeirt die OldchnngeB (21) neeb der variier allgenidn 
anteiiiBiidwgeeetrten Methode disoiilirt radea. Die Detemuseiite 




Fig.!. 



der 9 Coefficienten ist nicht sjounetrisch, da dem Gliede » «9^ 
das Qlied 0 gegenübersteht; wir haben es also bei dieser ein- 
iMkeD Beiieerang moht mit einer reinen Definmurtton ta thui, eon- 
dem jedeolüle sneh nü einer Drelrang. üm diese ebiasoiiden^ 

setzeu wir nach dem Muster der Gleichungen (lü): =s— _ 
& & 

und ^ *2' ÜMsea denentipreoheod 

tion (21) auf ab SnperpositiiMi ibigtiider beider: 



(21') nad 



+ 2* 



(21-) 



Naeii § 9 beaeiohnea die GlekliiiDgen (21') eine feine Drebnng, fte 
weklie aaeh den dort gefanncbtea Beieielinnngeii an setien ist: 
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X = + &(2, /i = V = 0. Die Drehung findet also statt um die x-Axe 
und zwar ist bei positivem (welches der Figur 2 zu Grunde gelegt 
ist) die positive x-Axe der Pfeil der Kotationsaxe, der Drehungswinkel 
beträgt «9-/2, In Gleichungen (21") haben wir die gereinigte wahre 
Deformation, für welche nach den in § 10 gebrauchten Bezeich- 
nungen zu setzen ist: a'^bm^ o = 0, / » &J2f m n *■ 0. 

Die Haiiiii»Di]atetbHMik c^, a^, findet aua ans dar in 
Glmfihnng (13c) gef^bemen cnbisdieik G-lddkiiQg, weldke in dioMODi 
FaU0 die einfiMshe Qeitalt beutst: 

Die Wuieln nnd ohne Weiteres biuaiissaiesen: 

Die Bicbtiingen der H»iipt-Di)ataliioiis«xeii Ibdek nun, indem 
man neoh einander jede dieser drei Wvneln v ebmetit in die hoaio- 
genen linearen Gleidinagen (ISa)» «eldbe in vnsereaL Falle lauten, 

— ffX =s 0 

2-y " ■ 

Die erste Wurzel = 0 liefert a:j unbestimmt, = 0, — 0; 
damit ist die x-Axe selbst als Bichtong der Haupt-Dilatation ü be- 
leichnet 

Die zweite Wurzel = — t9-/2 liefiart ^ == 0, ^ » — damit 
ist in der (y, z)-Ebene diejenige Gerade beieidinet, weldie den 
nreiten nnd vierten Qoadranten haUbiri 

Die dritte Wand » + liefert 9% » 0, +yt> ^1*^ 
ist in der (y, 7)-EIbene dicgenige Gerade beseichneli» welche den eisten 
and dritten Quadranten halbirt. 

Die Discussion der durch Gleichungen (21) detinirten Scheerung 
ist hiermit vollendet Wir wollen ihr gegenüberstellen eine zweite 
ScbeeniTiG:, welche ?ich von ihr u ir darlnrch unterscheidet, dafa die 
Roiieu der ^-Axe und «-Axe vertauscht sind. Jetzt soll also die 
::>Axe die Normale auf den Schichten angeben, die («, y)-Ebene soll 
die feste Grundebene und die y-Axe die Schiebungsrichtung sein. 
D«r SeheerangswinkeL & soll den c^siahen Werth behalten, wie 
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YOrher, Tn perspectiv! scher Zeichnung zeigt Figur 3 diese Schorning 
ftn demselben Paraileltpiped, welches m Figur 2 benutzt wurde. 
Die Gestalt vor der Deformation ist OXWYZVPTJ, nachher 
OXWYZ 'V P U\ Der Scheerungswinkel ist ^" O-Z« 1?^. Die 



■71 tr 




1%; t. 

Disoasaum vA dnroiuMia entspreohend der soeben dnrehgeftüurieii. 
Sio Pfllbiriiitti ^'^^*°*'^""flf ii uids 

ifc-* « } (22) 

Vou deu 9 Coefficienten sind wieder acht gleich Null, nur 6, =- &. 
Wir spalten deshalb 6, = »^/2 + = O^ß- &j2 und zerlegen die 

DefoimAtion (22) in: 



(22') und 



(22") 



Die durch (22') angezeigte Drehung ist entgegengesetzt gleich der 
durch (21) angezeigten, die wahre Deformation (22 ) aber ist identisch 
mit der firOheren (21"), folgltidi finden m ftkr diese anch die Bim* 
KgImii Haaqpi-Dilntatunien in den i^eidien Bicbtangen irie Toiber. 

NmIl dem Fkineip der nngeetörton Supexpedtien Uemer De- 
fixnnationen irt es nun leiobt das Bes n lta t anzogeben, weldies die 



Digitized by Google 



I» 



SOSEEBUNGBN. 



47 



Aufeinanderfolge oder die gleichzeitige AasfUhrang der beiden soeben 
einzeln betrachteten Scheeningen liefert Die beiden entgegengesetzt 
gleichen Drehungen um die r-Axe werden einander aufheben, die 
beiden identischen wahren DelormationeQ aber werden sich zur 
doppelten Gröise summiren, d. h. sie werden zusammen in der 
a^-Richtong keine Yerändenmg schaffen, in der zwischen der +y- 
umI + »>BieIitiiog luigeiiden Diagraalriobtug eb» Hanpt-Dilfttatkm 
+ & (Ddmmii^ in dat svnsdiea der — y- md + »-Biditiiiig liegendm 
Diagqnalriohtang eine Havpt-Dilatelieii — & (Znaainmeiisrieliiuii^ er- 
nugeiL Eine solche Snpeipoaition zweier in der engegebenen WeiM 
ddi ergfauender Soheerongen soll kurz eine Doppelscheemng 
genaimt werden. Unter Zagrundelegang eiaee GoordinatensystemSi 
dessen und t-Axe die beiden Scliiebnngsrichtnngen (oder auch die 
beiden S^ehichtnonnalen) aozeigeiif lauten die Grundgleichungen der 



Sie sind durch Superposition der Gleichungen (21) und (22) ge- 
wonnen, also I = Ii + Is* Die Determinante der 9 Coefücienteu 
ist hier symmetrisch, wie es der Drehungslosigkeit entspricht Man 
-ffOrde (28) auch dnreb Superpontion von (81") imd (22"), also wo» 
! = + it" gofimden haben. 

HUtni wir der zweitaiScheening die entgegengesetzte SchiebongB- 
licbtnog (also in Fig. 8 nadi links statt nndh rechti) gegeben, so 
vtzden sich die Drehungen summirt haben zu einer solchen um den 
ganzen Winkel &, die wahren Deformationen aber würden sich yer- 
nichtet haben. Eine solche Znsammcnstellung ron Scheemngen ist 
also nutzlos. Folgende FiOTron 4 zpit^en nochmnl?? im kurzen TVber- 
blick die Wirkungen der betrachteten Scheerungen und ihrer Super- 
position an einem in der {y, «) -Ebene gezeichneten Quadrat. 
i; ig. 4a TerauBchaulicht Gleichungen (21), Fig. 4b Gleichungen (22), 
flg. 4 c die Boppeleoheerung Gleichungen (23). Diese letztere 
ist ftr daa folgende die Widhtigsfce. Ana dam Qnadrat mit der 
Diagonalen d irt ein Bhombns geworden mit den Diagonalen 

d-{\ + &)xmdd-{l-&) und den Winkeln ^-2 & xui&~ + 2&. 

Die drei unteren Figtiren zeigen die Zusamuieusetzung zweier ilire 
Deformationen zerstörenden Scheerungen, Fig. 4d ist identisch mit 4 a, 
Fig. 4e zeigt die entgegengesetzte Schiebung wie 4 b, näuilich in liich- 
tnng der negativen y-Axe; in der Superposition Fig. 4f sieht man in 



Doppelscheerung 




Digrtized by Google 



48 



JUttflVR THBEi. 



jiunktirten Linien das ursprüngliche Quadrat wieder hergestellt, ilx r 
gedreht um dea Wiakel 0^ um eine Drehungsaxu, deren Fteii aul 
den BeaduHiar sngekehrt itt, also nach unseren Feetsetzimgen nil 
te •¥ »-Aze OTgammtnflllt. 







Annerkangt Der Kluli«it der ZflidmuDg wegeo Ist der Sdneraagii* 
Winkel ^ in diesen wie in den vorhergehendett Figuren (2) und (8) gröläer ge- 

wählt, als sich bei Btrengcrcu A?i To rf!e rangen an GJenanigkoit mit der Voran«- 
•etzung dei Frincips der ungestört«!! Snperposition vertragen dttxfte. T\mt- 
■IdiHeli neiden die ßuperposttionsfignren (4 c) and (4 f) bei eorgflUtiger 
Constmetien ein wenig yonoUaden aasfallen je nach der Reihenftdjge der 
beiden componireudeu Scbeerangen, doch Hind die Untf^r-rhif^de der «o er- 
haltenen Figuren nur proportional v^', also bei kleinen Winkeln amnerküch 
gegeattber den Tenfldknegen selbst, welche proporttoeel ^ sbad. 



§ 14 Syntbeie der allgeiiifliiifiiL Defbnnatloii aus Sebeeningm 
und einer reinen Yolamyflarindeninc. 

Die Gleichungen der Boppelschfterung (23) gelten, wie bemerkt, 
nur für eine besoudere Lage des Coordinateusystems ; ist dieses durch 
anderweitige Beatimmongen benÜB featgelegt, so gelten Ihr sie andere 
und im ABgemaineB Tenriökeltere Qleidiangen, daran allgemeinaB 
Sdiema hier nidit an^toendit werden soll. Nur euie Groppa Ton 
SonderftUen wollm wir hetansgraifen: Es sollen n&mlidi die Co- 
ordinalaxen zusammen&Uen mit den Bichtungen der durch Doppel- 
scheemngen erzeugten drei Hanpt-Dilatationen. Dann können wir 
die DeforTnationflsrlpichnngen sofort fertig hinschreiben. Die Grund- 
gteichungen lauten ja äir ein solches Goordinatonfljstem allgemeint 
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(24) 



W9ä (irie in Gldohiuigeii (14)) / at m « n 0 werden. 

Sinfir der Ooeffidenten a, b, o rnuDs jetzt gleich Noll, die beiden 
uderon entgegengesetzt glddi wein, beisfnelsweiie aetBOii vir a «■ 0, 
fr » — 0 H + #P wo ^1 eine klebe Zahl bedeutet^ and edialten 
alfl Besnltet einer Doppdaeheornng die Gleiohnngen . 



Die Lag» dar headan Sehichtsysteme nndVenehiehnngariehfeiittgen 
fiiDen jetafc nicht mehr mit den Coofdinatenrichtongen attsammen, 
man haim jene aber leicht angeben. Am aaadianliohBten erreicht 

man dies durch ein concretes Bild: Wir denken ans die i>Aze 
Tortical aufwärts gerichtet, also die {xyyyEhene horiaontal; die 

unter <M'iioin halben Rechten geneigten DachHächen eines Hanse«, 
clfs«on jb'irst parallel d»'r .r-Axe läuft, geben uns die La^'e der 
beiden Schichtungen an, die Verschiebung der höheren Schichten 
gegen die tiefereu erfolgt bei positiTem bergauf, bei negativem 
bergab. 

£^e zweite Doppelscheerang erzeuge die Deformation 



wo &^ eine andere kleine Zahl bedeutet Die Schichten und 
Schiebungsrichtnngen lassen sich wiederum durch ein Hausdach 
Tersümlichtiu, nur läuft diesmal der First des Uauses parallel der 
y-Aze. Offenbar spielt bei der Auswahl dkaer beidtta Doppel« 
achoerongen (24^) und (24,) die «-Axe eine andere Bolle als die 
beiden gLeichmftfaig Terwendeten anderen Azen, arrtere wird durch 
bdde B^irmalionen Terlndort, letatare nur doroh je eina De- 

Eb aoU nnn nachgewiesen werden, dafs man durch zwei Doppel- 
scbeerungen der eben definirtan Art und eine hmzngenommena 

gleichförmige Volumändemng a, also 

H. HunWfgt, ThMNi. t%jlSk. M.IL ^ 



li-O 

'/i = - ^1 y 



> 



(24») 





u 
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Jede beliebige wahre Deformation zusammensetzen V^nn, d^ron 
gröfste Hauptdilatation in der - Richtung liegt, während die beiden 
kleineren drr r- und v-T;i< lituiJg loigen. (Der Begriff „gröfser" ist 
algebraisch auizuiaöseu, al«o z. B. — 2 > - '^.) Die herzustellendea 
Haupt-Dilntationen, welche vorgeschrieben worden sind, wollen wir 
unter Hiuzuiugen ihrer Axearichtung als Index bezeichnen durch 
a , a , a \ sei die grOftte. Die Superpontion von {24|), (24,) und 
(24,,), also i = I, + la + lo gieht denn die Gleichungen 



I- 

9« -*i!f 



(2Ö) 



^ - + ^, « + + = <r, ». 

Dnrnns folt'- ti tür die Unbekannten 0^» t>„ &> folgende Besüm- 
mungsgleichungen : 

OJ 



deren eindentige LOanngen sind 



(25 a) 



« » <^ + + ff. 



3 

- 2ff, + 
3 



AoB den beiden letzten exgiebt sich noch: 

— ff-— <^ + 2<^ 
'^1 + '^. = — W ^' 

Setzen wir diese Losungen wieder in die Gleichungen (25e) ein, aus 



(25 b) 
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Umfofnumg fidgoide Umitititeii 



«ibaltm irir aadk dmr Inditeii 



• 8^8 8 

„ ^ + S + . ^» 

^^f- 8^8 8 

- , ^« + + . , ~ 

8^8 8 



(28) 



Dio Sonderstellung der t.-Axe, weklie auch in den Bcstimmuaga- 
gieiciiuugen (25 a) noch deutlich zu erkeonen war, ist in diesen 
Uantiftftken TenohwnndeD, tritt hier mit und durchaus in 
lleicliflr yarwfindang auf, ans eanw der Identüftten ergeben lidi die 
iMiden anderen dnreh oyUisdhe Vertansohmig der drd Anoh die 
AnswnU der benttlittn BüFereuen — -> ^» bedeutet 

keine Tecaehiedenartige Betheilignng der drei man kannte ebenio 
gut die entgegengesetzten Differenzen — ~~ — be- 

nützen and würde dann statt der foratehenden Identilftten die fol- 
genden erhalten: 



, , + + I - 



• 8^3 8 



(2ea) 



Pie Identitäten (26) oder (26 a) gelten nun gana aUgonein, wel- 
ches audb die Zahlenwerthe der drei a sein mögen, es ist nicht 
nötliiiT. <{nU fT, die ^röfste Zahl sei, Eine nothwendige Gesetz- 
mfiXsigkeit dei- di ei zusammengehörigen Differenzen, nehme man nun 
cBe in (26) oder die m (2Ga), besteht darin, dais sie niemals gleich» 
stimmig sein können, welches auch die Grofsenfolge der drei n sei. 
Entweder hat man zwei positive und eine negative, oder eine posi- 
tiro und swei negatrre. In den besonderen Fällen, wo swei Haiq^t- 
DQalalionen « deoaeHMii Werth betitien« wird eine IKIforena Nnl^ 
die beiden anderen entgegengeaetst i^eidi, bei drei gleioli groltoi v 
lUkn nattriicib die BÜEBrenzeii überbanpt Uni 

Man kann nun ohne Rücksicht auf das Voransgegan^ne die 
in den Identitäten (26) (die nur in der Snl^eren Form davon vet^ 
schiedenen Gleichongen (26 a) lassen wir nun wieder iallen) ana- 
ge dr ttck t en Spaltangen der Coefficientea 9^ in je drei reohta 

4» 
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«1* 



stehende Summanden ab ciiie Vonobhilk aiwflhan, nach welcher die 
totale Defonnakion 



= ff 



1 



(27) 



f = ff, • » 

zerlegt werden soll in eine Reihe von Partiaideformationen die 
den einzelnen Gliedern der rechten S ik u von (2ö) entsprechen. 
Zunäobst kann man wieder absondern als reine Yoltuuyerändenuig: 

ff ff ^ ff 



<r 4- <r 4- ff 



(27o) 



Was sonst noch ührig ist, hängt nnr Yon den DifiBfensen 
zwischen den Hauptdilatationen ab, und lä£st eich serlegen in dm 
Doppelscheeraugen : 



l,=o 



ff — ff 



8 



!S2 



(27i) fl,-0 



^ 8 ' 



(27.) I?, 



ff — ff 
+ 8 " 



8 



(27.) 



Bd dw enten und iweiten DoppeJacheeniDg kSnnen wir die 
SoMebongsebenen wie Mher TeranBchanlicli«! dnrdi die Daehfl&ßheik 
zweier parallel der x- und y-Axe gestreckter H&user, doch stimmen 
die Scheerungswinkel nicht mehr überein mit den früher in (25b) 
gefunden welche für sich allein die totale Deformation hervor- 

bracliten. Hier haben wir noch eine dritte Doppelscheerung hinzn- 
zufügen. deren Winkel in gf^'^of/Tnärsiger Weise aus deu beiden anderen 
abgeleitet werden kann, denn es ist: 

ff mm ff ff ff ff ff 

3 ^ 3 ^ 8 

Die Schiebungsschicliten dieser dritten Doppelscheemng lassen 
sich in Veriolgung dos früheren I^iltles veranschaulichen als Parallelen 
zu den verticalen Mauern eines Hauses, dessen Front von der der 
beiden anderen Häuser im Gruüdi'ifs um einen halben Rechten ab- 
weicht Die Gesammtheit der sechs Lagen von Schichten) welche 
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tooh diese drei Do^MlMdieerimgeD in dar Sabttau Tomoboben 
mdfln vid die Bieiiiiiiig dar BohiwInmgBn kann maii seb TUgiBgan- 

w&rtigen in den Begrenzungsflldien eines ifgulBmi Hhomben-Do- 
delEaeders (Fig. 5), deaeen Hauptaxaii in der y-« «-Bkhtang Hegen. 

Von den zwölf Begrenzungsßächen 

liegen je zwei entgegengesetzte a 

parallel, bezeichnen also dieselbe 

Schichtung. Man braucht deshalb VS^ 

nur die halbe Oberfläche des Poly- ' >^^^\ 

eders z. B. die in der perspectiven / \ y"^ 

Datttelluig dem Beechaner in- ' y/^^ 

gswandten seehe BlioinbenflBefaen. V/ ^^'^yf/ 

Zur Scbeenmg (27^) welche die ^^s* fy 

x-Axe nngeachoren l&lst, gebSren 

Schichten parallel den beiden mit | 

1 bezeichneten Ebenen, für (27|} F|g»5. 

Hegen die Schichten parallel den 

beiden mit 2, f^ir (27j) enrllich parallel den beiden mit 3 be- 
zeichneten Kbeuen. Die Schiebungsnchtungen sind für alle ü Schich- 
tnngen dnrch die längeren Diagonalen der Rhomben angezeigt, der 
Ricbtung&simi dieser Schiebungen hängt vom Vorzeichen der Di£[e- 
rensen swiscben den o ab, und ist in jedem Einzelfalle leiobt an* 
zugeben. 

Sa sei xom Soblnsse dieser Beiraobtongen darauf hingewiesen, 
da(s die Zeileginig in drei Doppelsoheenmgen auf nnendlich viele 

Weise bewirkt werden kann. IGt HlÜfe einer helieblg su wählenden 
kleinen Zahl • woUen wir die kteten Gleiohim|{en folgendemaHsen 
Teirftndffn: 




0. 
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Diese Gleichungon bezeichnen ehenftUi dni Doppelsoheerungen, 
deren Oröfsen aber je nach der Wahl von ^ anendlich mannigfaltig 
sein können, während in der Superperition -f f,' + etc., sich 
das « überall weghebt, also stets derselbe totn'c Deform atinn«'zu8tand 
erreicht wird. Durch Hinzuftiguug dieses beliebige u (41iedea c kann 
mau es offenbar erreichen, dafs eine der drei Doppeischeerungen 
einen gewünschten Betrag erhält, z. B. Null 

Würden wir z. B. i so wählen, d&& »> «■ 0 wird, lo wflideii 
wir ftvf die TOprttn^dian baden andtatigen DoppelachMningen 
(24 J (24g) mit den Seheenaigafri]i]nlii(25b) snrllclekoaiinai. Also mi 
Doppeltolieeniiigeii genügen auf jeden SUl nur Compoeiäon, die 
Zerlegimg in drei solche ober ist qrnnMtriseb und nnbestammt 
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% Ib. Einleitung. Slrain und Stxess. 

Wir weaden nnt jetek rar Betraohtang der Krftftd, wftlobe beim 

wjjf 810 m YontehoQclsii 
Uhdle behandelten, in den verschiedeM Arten von Nattu-körpem 
erweckt werdea. Der Kraftbegriff war Ton uns entwickelt worden 
an der Vorstellung discreter Massenpunkte; wir werden sehen, dafs 
wir ihn entsprechend unserer jetzt zu Grunde liependen Vorstellung 
continuirlicher Massen hi w- itern niij<»spn. Zunilciist sielit mau ganz 
allgemein, dals der ZusLand von >Spaiinuug, welcher gewisse Körper 
durchzieht» sobald man ihre natfirliche Qestalt irgendwie Terändert, 
ein Streben iat» wieder in 4ie frfihere Qestalt sorflekrakebfen, md 
daft dieses Zurflekgehen aaob sdort unter Besahleimignng der trftgen 
Mmm for sieh geH wenn man den ioteen Zwang aufhebt Mit- 
hin geht bei Körpern dieser Art, welche man elastiaobe KOrper 
nennt, mit der geordneten Verrückung der Theilchen untrennbar 
Hand in Hand ein djnamiscber Znatandi den wir jetst unter- 
Bochen müssen. 

In der Natur ist beides überhaupt nicht tou einander getrennt, 
weil stete zu gleicher Zeit und am selben Orte vorhanden. Es ist 
nur eine zweckmäTsige Form unserer Betrachtung, dais wir erst die 
Katar der YerrOokung geometrisch untersuditen und dann lunterber 
ab eine Folge d es s el ben auf die Kiifte aehten, die dadureh erweckt 
werden. Für die begriffliche Trenninig dieser swei Seiten derselben 
Nataranwimhmng haben die englisehen Fiijaiker in ihrer Sfixaebe 
swei ebenso kurze wie treffende Bezeichnungen. Das, was wir im 
TOrigen Tbeüe als wahre Deformation bezeichneten, heifst bei ihnen 
„strain", während der damit verbundene dynamische Zustand, der 
im Innern der deformirten Massen herrscht und aus dessen Kennt- 
mss man die Kräfte herleiten kann« weiche der Deformation 
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widerstreben, und welchen die aiititstrengenden äofseren Kräfte 
das Gleichgewicht halten müssen, während dieser bei ihnen als 
,,streRs" hrzoichnet wird. Deutsche Bezeichnnngen, welche in 
gieiclit-r Allgemeingilltigkeit und Kürze diese beiden Begriffe aus- 
drücken, scheinen nicht zu existiren, daa romanische Fremdwort 
Deformation deckt sich wohl Tollkommen mit strain, dagegen 
sind «Ue kone&BrMtnrorte ftrstrew TOD la ADferBedavl^^ 
Zug, Schob können immer nur besondere Firmen dieees Dingee 
anedraekea, Spannung Iftftt deh noeh am ehettaa vwaUgememera, 
auch das Wort Zwang iit Torgeechlagen worden, doch Teiatelit nun 
darunter wohl sinngemäfser die äufseren Einflflsee, welölie den 
ganzen yeränderten Zustand der elastischen Körper erzeugen und 
aufrecht erhalten. Zwangsznst«nd. elastische Ef'fiction gegen Sufseren 
Zwang oder gegen delbnniri ihIc Kräfte — daa sind Bezeichnungen, 
welche den Sinn der Saelit- riclitii? treffen. Wir werden uns im 
Folgenden mitunter erlauben im intercase der KUrzo und Prägnanz 
die Hauptwörter Strain und Stress wie deutsche Wörter zu benutzen 
und dem entBpredMnd anch groli zn adireibem. Wer darin eine 
Tergewaltigang von G^praohe nnd Sduift erbliekt, mag die aagfr> 
fthrten EraatEWÖrter daftr sobetitairen. 

$16» Stmctiir'. 

Um die jetzt zu bildenden neuen Begriffe, welche uns das Ver- 
halten der elastischen Körper darzustellen helfen sollen, möglichst 
einfach zu erfassen, stellen wir uns das Innere eines Körpers Tor| 
dessen oontinoirliche Masse flbenül gleiohe Straotor besitzi Vom 
Standpmikt der tf olakolartÜieofiB ist sofort denfliohi was damit ge- 
maint ist: Der Aufbau der ganien Masse ans ihren Ueinstmi dia- 
oreten Thdlchen soll an aUen betrachteten Stellen nach derselben 
Anordnung etlblgt sein. Die Molekeln eines <diemisch definirten 
Stoffes mufs man sich ja als einzelne, wenn auch mitunter recht 
complicirte, so doch durch wo^ nach demselben Plan aus Atomen 
rusammengesetzte, abo congruente Gebilde vorstellen. Diese müssen 
bei gleichartiger Structur tiberall nicht nur in gleicher Dicbtickeit, 
sondern auch in gleicher Richtung gelagert sein, wenigstens mui$ m 
allen BAnmen, welche eine mäfsig groCse Molekelanzahl umscbliefsen, 
dar Dnrdisehnitt der Dichtigkeit nnd der Orientimng der gleiche 
sflUL Diese Anflassnng der flleiehartigen Stmotor lAbt sich aadi 
noeh anf Körper ftbertragea» die ab Mischungen hetsrogsner cbemi^ 
scher Stoff» erimant sind. In solohen hat man awar te w ohied e n» 
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artige Molekeln BftbeaeiBaadergemengt sa denken, wenn aber nur in 

hinreichend kleinen Volnmeleraenten an Terschiedonen Stellen die 
gleichen DichtidnHfpn der einzelnen Componenteii und deren Orien- 
tiruDgen an/.uneiuaen ist, so werden auch im Durchschnitt an allen 
Stellen dieselben Molekularkräfte bei der Verzerrung auftreten. Auf 
das aDregelmälBige Durcheinander der Wecbäeiwirkimgen verschie- 
d«aer wndiobeiier Moklnlii in »UerUeiiistea BSamen, velohe denn 
nur wenige entimlten, hftt nun dann nidit mehr m aehten. 

Da wir nun die YonteUimg continiiitlidi veilneitefeer Hassen 
xa Oronde legen, ao weiden wir nicht nnf die Betcaehtnng der mole- 
knlaren Anordnung den Begriff der Struotor aufbauen könnai, wir 
werden aber sicher denselben Begriff erhalten, wenn wir das, was 
in der Moleknlartheorie eine Folgerung aus einer Hypothese ist, hier 
direct als eine Definition einführen; nämlich die Molekulartheorie 
folgert: Wenn zwei Gebiete, die man sicfi in congnienter Form und 
Orientiruug auü dem Innern eines Körpers von gleichartiger Structnr 
abg^renzt denkt, denselben äusseren EUnffilssen unterworfen sind, 
so wardsn sie dsbsi anch i^eiehe Defimnationen erleiden nnd Cetebe 
Widersttnde entgegeostellen. Unsere Definition lautet nun: Eine 
oontinuirUdie Masse besitst ^eidiartiee Stmotor, wenn an allen 
SteUen eongmente und i^ohliegende Gebiete unter der Wirbmg 
derselben äufseren Einflüsse auch die gleichen Deformationen und 
die gleichen Widerstände zeigen. Man könnte anch noch kürzer 
folgendermafscn definiron: Eine "Mn«se besitzt gleichfßmiige Structur, 
wenn an allen Stellen der Zusammenhang zwischen Ötrain und Stress 
durch das gleiche (wenn auch noch anbekannte) Gesetz geregelt wird. 

§ 17. Arbelt bei einer Yerrückung. 

Wenn ein continnirlioher Hassenbereieli in irgend einem Zu» 

Stande in Buhe festgehalten worden is<^ und wir wollen nun diesen 
Anfangsznstand durch langsame Ausführung geordneter Verrückungea 
seiner Theilchen in einen anderen, zunächst wenig davon verschie- 
denen, Endzustand überführen, so müssen wir erfahrungsgemäls ent- 
weder Arbeit zu diesem Zwecke autweuden, oder aber wii' gewinnen 
Arbeit dabei. Nur in ganz besonderen Fällen geht die Verrückung 
ohne Arbeitsanstausch vor sich. Kennen wir die Angriffspunkte und 
die Componenten der iultoren Erifte^ welelie den anftng^clien Bnlia- 
mstand ermögHohten, so ist diese Arbeit ftr jeden Angiülspunict in 
bekamiler Weise als das Pkwduct aus Kraft und Ven^&ebing nebst 
dem Cosmus des Winksb zwiioben beiden n berechnen. Ist 
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dieser Winkel spitz, hat also die VerrUckang eine Componente in 
der Richtung der äusseren Kratt, so leistet letztere positive Arbeit 
an dem Ma^ssenboreich , weicht dagegen der Angrifl'spunkt in ent- 
gegengesetzter Richtung zurück, so dals er dann dem Antrieb der 
tnnmk KiiAe folgt, so giebt der Bereich dadiiich positive Arbeit 
nach aoJkem ab. Diwe Arbeiten hat man dann über alle Aiigri£E»- 
pnnkte algebraisch m snmmiren nap. m mtegrinn und findet so 
des positiTen oder negatiToa GoaammtwBrlih der bei der Veirfickiiiig 
an den Bereich geleisteten Arbeit In einem Falle, der uns weiterhin 
vor allen anderen beschlfügen wird, ist diese Arbeit nnter keinen 
Umständen negatiT, wie man auch die Verrüclamgen wählen mag: 
Besitzt nämlich der Boreich auch ohne jode äuTsere Beeinilufsung 
eine bestimmte natürliche J?'orm, wie wir dies an den „festen Kör- 
peru" wahrnehmen, und wählen wir diese natürliche Form zum An- 
fangäiiastand, so kann man durch keine Art ¥Ou Verrückung seiner 
Thdleheii gegen einander Arbeit ans ihm gewinnen, immer nah in 
aolchen Zwecke Arbeit too anften an ihm geldetel werden. 

% 18^ Die Inneren KrSfte folgen dem ReacUonsprinoip und 

sollen oonserratlv s^n. 

Die Arbeitswerthe wollen wir zur (jruudiage für die Betrach- 
tung der elastischen Kräft« nehmen. Wir begeben uns damit jeden- 
falls nie Iii auf hypothetisches GebieL Jüa mau alle Verrückuugeu 
beliebig langsam anagefiBlut deoken kaiu^ wird naii iteto ■nendliok 
nahe an GleidigewiolitBnutSnden Udben kSnnen. Andi ftr jedee 
abgesreut gedadite 0ebiel, sei es eodlicJi oder ad ea ein Volvm- 
elemenfc, mllMen dann die äuIiMren Eiftfte aowohl in ihrer Resul- 
tante wie in einem etwa angreifenden Eiilftepaar aufgehoben werden 
durch eine entgegengesetzt gleiche Besoltante und ein entgegen* 
gesetzt drehendes Kräftepaar Ton innen her. Für solche Gebiete 
im Innern, welche nicht direct von aufsen angegrififen sind, sondern 
nur durch den continuirlichen Zusammenhang der Masse Verrück ungen 
mit erleiden, mü&sou die inneren Kräfte allein sich das (Gleichgewicht 
halten, d. h. sie dttrfen keine Besultante geben, die den Schwerpunkt 
das Oebietea beadUannigt» nnd kein Ertftepaar, weldiea das Gebiet 
um irgend eine Aze dreht Wir erkennen daiana sofint, dafii die 
inneren Eilfte den . Beaolionspnndp nufeerwoifen sind. (In der 
Holekulartlieotie wird diese Eigenschaft von ▼omherein durch die 
AlMiahmA ^ou Centralkräfteu zwischen je zwei Molekeln eingeführt) 

Nun fügen wir eine wichtige AnnahmA hinzu, durch welche der 
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ümfaDg unserer Theorie in mancher Hinsicht beschränkt wird, aber 
dafür die Betrachtung in den zulässigen Fällen sogleich wesentlich ge- 
fördert wird; wir wollen nämlich annehmen, dafs die inneren Kräfte 

continuirliolier Massen conservativ sind. Auch dies^ AnnRinne ist in 
der Molckülartheorie selbaivfrs tandlich, denn Centraikraiti , welche 
nur vom Abstand abhäugeu, sind unmer oonserrativ, wie in Band I, 
§ 49 bewiesen ward& 



9 19. Die potentieUA Energie der Inneren Krittle In einem 
System dlscreter Maaaenpiinkte. 

Im ersten Baude ist nachgewiesen worden, dafs die inneren 

reinen Bewegnngskräfte, welche die discreten Massenpnnkte ^ines 
freien Massensystems angreifen, gefunden werden als dif> iiogativea 
Differentialquotienten einer und derselb« ii P unctioa alier Uoordinaten, 
welche man als die potentielle Elnergie des Massensjstems bezeichnet 
In Formel lautet dieses Gesetz: 



Xf, F«, inid die Componenten der inneren Kraft, welche den 
MewMmimnkt m« beeeUeonigt; x^p^»^ sind die Yszieblen Ooordi» 
naten des Ortes, an dem m« liegt, nnd 0 ist die genannte Fone- 
tion, in weleber im Allgemeinen sämmffiche CSocrdinaten aller Massen- 
pnnkte als Yariabele stecken. Man kann nun irgend eine wohl 
definirte Lage des Systems, in w elchem sämmtliche Coordinuten feste 
Wertbe r'^^ y^^^ haben, als Ausgungszustand vorschreiben, und 
nuH diesem jeden anderen Zustand durch Verrückuugen der Massen- 
puukte zu Stande bringen. Diese Verrttckungen mögen durch die Oom- 
i>ouenten |o»?oteo angegeben werden. Es ist also Xa = x^^^ +|o>etc« 
und man kann nun auch sagen, dass 0 eine Function der sämmi* 
üdien VenrQoikangioemponentaii taV*^ ist, wlbrand die Goerdi- 
nalen sff eto. der gewlUten An&ngslage ak Oonstanten in dieser 
Function stecken. SdbBirenllndlieh ist -> d0/d|t, abe 

die Etiflooniponenten anoh: 

^•""^^17' ^'""ä^' ^«"""ö^- 

Wegen dieser innen^n Kräfte bleibt nun das System, wenn es frei 
ist, nicht in jeder beliebigen Lage in &uhe, man mu£s vielmehr, um 
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dies zu erreichen, au jedem Masseopunkt toq auXsea eine Kraft an- 
bringen , welche ihn festhält ; deren Componenten mUssen — ^Y« , 
" Ytt — ^^i^ Kxistirt wirklich eine Lage, in welcher das System 
ohne loibere Eingriffe in Robe teiiutmn kann, ao itl dies nur mdf^ 
Heb ftr tolohe Wertbe der Coofdiaatsn, mlcbo alle inneren Kraft- 
oomponeikten einieln ni NnU machen. Dieees Vendbirindea ilmmU 
lieber enten Difiereatialquotienten von <l> ist nmi die analytische 
Bedingung dafitar, daae <P selbst ein Gienzwertti ist; es l&fst sich 
dann weiter zeigen, dass der Rahezustand nur dann ein stabiles 
Gle!< Ti(?*^wicht besitzt, wenn der Grenzwerth von 0 ein absolutes 
Minimum ist. Hat man eine solche Gruppe ?on Coordinaten ge- 
funden, welche di<^«or Forderung gentigeii, so ist es meistens für die 
Betrachtung zweckuia.>j»igj diese ak den Auiaagszuätaud {x^, y^, x,} 
wol wählen. Da ferner die Function ^ nur dnroh ihre Diffarratial- 
qnoüsnton beatimmt wird, ao beaitit aia, iria jadaa nnbeatimmte In* 
tagn^ «ine wiUklliliobe additive Gonataate; dieae kann man aweok- 
nAaaig ao wiblen, daaa der Werth dea abaolnten Ifinimnnia, weldher 
Ittr den Anfangsziistond eintritt, gleich Null wird. 

Die wichtigste Eigenschaft der potentiellen Eneigie beateht 
darin, dafs sie als Arbeitavorrath des Systems auftritt, welcher in 
demselben MnCse ^värhst oder abnimmt, als an dem System dnrrh 
äufsere Kräfte gearbeitet wird, oder aber von dem System Arbeit 
nach aufsen geleistet wird. Um dies einzusehen, denken wir uns 
das System iu eiuer durch die Verrückungeu ^df/aU definirteu 
Lage dnrob fttilaere Erüte ftetgaballBn. IMeae aind, iria adum voikar 
angedeutet: 

(-*)- + *| , (- n) - +1^, (-*)- + 1^. («8.) 

Nnn denken wir uns sehr langsam jede VerrOdkangaeoiaponente 
variirt um die Strecken (T|a» f^Va^ '^ -t welche so unendlich klein sind, 
dafs dip Kräffp des Systems und folghch auch die von aufsen 
nöthigeu Gegeulo-afte dabei nicht merklich sich ändern. Dann kostet 
offenbar im Ganzen genommen, diese Variation der Lage keine 
Arbeit, weil auf jeden Massenpunkt in summa von inueu und aufsen 
liar dto Kitft NnU irirkt, and inH 'wegen der LangBaadceit anek 
keine lebendige Kraft der Bevegung zn eneogen iai TmuA nan 
aber die Betrachtang der inneren Krlfte von der der ioiaeren» ao 
kann man aagen» die Inlaeren Xrftfle leialen Arbeit, welcke daa 
System gewinnt, oder umgekehrt üm die ümständlichkeit dea ge- 
wöhnlichen Spraohgebr»ichea sor Onteiaoheidnng dieaer beiden nvr 
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dBNh dM Zeiohm + oder — imterBoliiedenen Processe zu ver- 
meiden, wollen "wir hier immer sagen, die änfseren Kräfte leisten 
Arbeit aa dem ^stem. Der Betrag A der Arbeit iBt in allea 
FäUen 

^ - S{ (- ^) + (- + (- ^) ^ & } . (2») 

Sollte der Fall yorliegen, dais das System Arbeit nadi aafiMa 
abgiebt, so wird eben Ä negativ. 

Die Variation, welche die potentielle Enerpio <\üp Si' ^tems doroh 
die gedachten Variationen der sUmmtlichen Verrilckiingscomponenten 
iüt Vtf erfjlhrt, tliückt sich uz nach dem Vorbilde eines totalen 
Differentials folgendermarsen uns: 

* id<P d0 90 1 

2 + -^^r?a + ..-^^ . (29a) 

Man sieht, daCs dieaer Anadradc gleich dem darüber atehendem 
Aoadrack fOr dfe firtaello Arbeit A iati dam maxk braucbA in janem 
nur di6 in Gleidiiing (28a) gegebenan Werth« der &afHZ«n EüAfte 
enumatien, um beida rächte Sattao identiaoli ta nuoheiL Wir haban 
alao daa BeanltAt: 

A^80 oder A — S0 mmO, (29h) 

Für unsere gefrenwärtigen Betrachtungen genügt es, die vor- 
stehende Ueberleguug für eine unendlich kleine Veränderung der 
Confignration durch znftihren. Eb liefse Bich anch zeigen, dals hei 
Veräuderungeu von endlicher Gröise die Arbeit der äulsereu Kräfte 
{^eich iak dam Zmnusha der potentiellaii Energie dee Syatema (mithin 
nur abhängig von der Anümga- ond der Sehlnfaeonfignrationj nidit 
aber von den Zwiachenatnien). Diea iat im WeaentUchen dar Lihalt 
daa Energieimn^ ftr Systeme ohne lebendige Kraft, in weUhen 
nur conservative innere Kräfte mitspielen, in denen alao keine Ver- 
wandlungen in aufsermoclianische Energieformen, namentlich in 
Wärme, oder nmgekchrt zu beachten sind. Die äufseren Kräfte, 
weiche den inneren das Gleichgewicht halten, brauchen nicht conaar- 
vativ zu sein. 

Mau kann die soeben durchgeftihrte Betrachtung rciu logisch 
umkehren, indem man voraussetzt, duis die an dem System geleistete 
Arbeit aieh idedetfindet ala VeKineihrung der potentiellen Energie^ 
und nnn die Folgerung zieh% walohe Natur die inneren Eiftfte dee 
^yatema aladann haben müaaen. FOr Systeme diaoreter Maasenpunkte 
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bereichert dieser nmgekehrte Gedanken^ng nnsere Kenntnisse nicht 
weiter, wir hn<1»'n üls Schlufsresultat dabei dieselben Ausdrücke für 
die Kräfte (Gleichuogeü 28), welche bei der vorhergelienden Be- 
trachtung als Yoraussetzmig gedient hatten. Aher dieser Weg der 
Betrachtung kann truchtbar werden in den Fällen, wu mau die 
Natur der inneren Kräfte noch nicht kennt, sondem nur n der 
Annahme berechtigt ist, dafe dieae ooneerfaÜT lind. Li aoloher 
Lage befinden wir uns an dieser Stelle den eUetiseben Krtttan 
gegenüber. Es dllifte daber nicht «intltB setn, dieeen Gedanken- 
grag, der flbrigens in maoeben Teraebiedenen Capitdn der Physik 
l^pisch wiederkehrt, zum bequemen Vergleich mit dem folgenden 
und als Vorbereitung hier an dem Schema der Punktsysteme 
darchzumachen. Der Vorgang, den wir betrachten, ist der gleiche 
wie vorher: eine kleine Variation der Coordinaten ein^^ durch äuiseren 
Zwang in verzerrtem Zustand festgehaltenen System a. Die dabei 
von anfsen geleistete Arbeit ist der Ausdruck A in Gleicliung (20). 
Die Zunahme der potentiellen Energie iät Ö </> in Gleichung (29 a). 
Diese beiden Anedrftcke mtkasen jetzt nach Vonanasetsiing «gnander 
l^eh Min^ ihre Differens {Ä—ö^) also gleich NnlL BeLde Werlfae 
aind Sommoi Uber die Oidnnngesahlen der Ifanenponkte md ent- 
halten in ihren Gliedern dieselben Faotoren 3^, 8iht 9^. Ifan 
kann sie deshalb an* einer einiigNi Snnime Tereinigen and findet so 
folgende Forderang: 



Muk kann dieoer Gleiohnng nebenbei nodi eine andere Form 
geben. Zonlcfaat kann man wegen der Null rechts alle Uinnsieioben 
in Plus verwandeln. Fener ist ea mOgiiöb, ne dazzotteUen als 
Variation einer nsammengeeeteten Fonotion 



In dieser Form geschrieben bedeutet die Gleichnng, dafs der Aus- 
druck in der geschweiften Klammer ein Minimum sein soll : dies ist die 
allgemeine Gleichgewichtsbedingung, man mufs dabei beachten, dal's 
mau zur potentiellen Energie der inneren Kräfte hinzufügen muis 
Glieder, welche die Reactionen X gegen die äuiseren Kräfte (— Xg), 
jede multiphcirt mit der entspreciienden ganzen Verrilckung , ent- 
halten. Wir wollen hier indessen bei der erstezen Form (30) bleiboi. 




(80) 




(30a) 
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Diese Summe kann nicht da lun h Terschwinden, dais einige 
GliedfT positiv, andere negativ ;iu stallen, sondern nur dadurch, dafs 
jede t'iiizelne der eckigen Klaiiimem gleich Null ist Wäre dies 
nämlich nicht erfüllt^ 60 könnte man jeder Varation t)^« etc., das 
^aid» TomiidiaD gaben, wddies die dmift ttatbrnäto» eddge 
Klwmnwr Imbüs^ daduch wQrde man jedea emseliie Glied weeepfli Ä 
peeitiT auMÜien kOnseD, das Venchwindeii der gunen Simiiiie also 
Tevtttefai könneii. Da aber ftr die WaU der YariAtioneB gar keine 
Vemohrift beaieht, aufser dafs sie hinreichend klein bleiben, so ist 
die Bedingung Gleichung (30) identisch mit den 8n Einzelbeding» 
nsgen« dala jede eckige Klaamer einaeln gLeich Noll ist, dafo alao 
d 0 

{— Xt) "> + aeiii mak. Da niin die ftdinren EiSfte aar Er- 

baltong der Euhe entgegengesetzt gleich den inneren sein müssen, 

d <P 

ao folgt ftr letalere + » '~'W^' 



§ 20. Die potentielle Energie deformirter elastischer Körper. 

WelUeii wir um an eomtiBaididiaik MaaBen dadnrdi Abn^gebeii, 

dafs wir die Miissenpunkte dicht gedribotgt annehmen, und in jedem 
selbst kleinen Yolunielement noch von unendlich groCser Anaahl, ao 
würde die Schwierigkeit entstehen, dafs 0 eine Function von un- 
fTidüch vielen Variftb<>len wird, auch würde dieser Weg unserer zu 
(jrunde gelegten Annnahme von continuiriich verbreiteten Maasen 
zuwider sein. In der kinematischen Einleitung haben wir ferner 
gesehen, daüs wir uns auf geordnete Verrückungen beschränken 
massen, als deren charakteristische Eigenschaft gefunden wurde, dals 
{4 differaiBrbara Fanetionen der QrtaooocdiDaten «y« aein rnttaaea. 
Sa treten alao an die SteUe onendüefa vieler Variabelea drei Fanotionen 
der Banmcoordinaten. Ton dieaen mii& <P nnn abhingea* Die Art 
dieser Abhängigkeit haben irir aonidiat an&naadieD. 

lat ein Bereich durch ftnftere Arbeitsleistnng in eine verzerrte 
Lage gebracht worden, so enthält er nun die potentielle Energie, 
welche jener Arbeitsleistung gleich ist; jedes Stück enthält seinen 
Antheil in sich. (Toj^en eine gemeinsame Parallelverschiebung äul'sert 
der Körper keinen Widerstand, solche kostet keine Arbeit, ver- 
ändert mithin auch den Inhalt an potentieller Energie nicht Daraus 
sieht man sogleich, dars die | <^ selbst nicht die Function 0 be- 
atimmen werden. Ebenso ist es mit einer gemeinsamen Drehung 
des JEfirpeca. Dealialb werden aacb die in § 9 betEtohteten A, /i, v 
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keinen Eiuflufs auf <P haben; es bleiben mithin als bestimmende 
Elemente nur die U Mnkf^ der wahren Deformation a h c I m n übrig. 

So weit die DeformaLion gleichff^raiig ist> also a h clm h räam- 
lich constant sind, entli alten gloichgrolse Ausschnitte gleiche Qaanta 
cHcter potSDÜellftn Energie, d. h. letztere ist projMrtioiuJ dem heraua- 
gegriffenen Voliiiiieii. Da mm jede Defomatioii in binnichend 
ktoineni Berdoh alt gUiflhftmug anxiuelieii ist» kt der Energie» 
mhalt im Volnmeleiiieat dr m aetteii gleleli 9 • dr. Die GiO&e ^ 
kann man die räumliche Dichtigkeit der elastischen Energie nennen; 
ihr Betrag wird bedingt durch die Deformation, und wenn es gelingen 
soll, sie als explicite Function der 6 Variabelen a bis n hinzustellen, 
wird man dazu noch gewisse für die Natur des deformirteu Ma- 
terials charakteristische Coefticienten nöthig haben, welche so weit 
constant sind, als der Körper gieichmäfsig structurirt ist. Der 
Gesammtinlialt an elastischer Energie in einem ausgedehmen Bereich 
iät dann das Üaauiiutegral der Function ^, und boU bezeichnet 
werden dmoh: 

* - JJJ9 ' (81) 

Dmoh diesen Anesli iil die Klane der hier genullten eleeti- 
Bchen ErSfte bereite im Keime charakteiiairt: Diese Darstellung der 
potentiellen Energie in einem Ma.<%enbereich nnterscheidet sich 
wesentlich ton jener für ein System discreter Massenpunkte, wo wir 
zwischen jedem mögliche?) Paare von Massonpunkten eine Central- 
kraft annahmen. Eine Zertlieilung des Gesanimtbetrages nach räum- 
lichen Bezirken des Systems hätte dort keinen Sinn, mau kann nicht 
die einzelnen Volumelemente als den SiU von ihnen proportionalen 
Mengen der potentiellen Energie ansehen, wie es hier durch den 
Begriff der FÖnotion 9p geschieht Die M oleknlariheorie^ weldie mit 
den Begriffien der PonktoTitenie arbeitet, gewinnt diesen üneobirang 
der AnffiMsnng dadnxoh, dafo sie den CentraUarSften iwieohen je 
nrai Molekebi einen so engen Wirknngskreie znsdireib^ da& selbet 
bei sehr kleinen Volumelementen die Beiträge anr potentiellen 
Energie von aufsen her (d. h. eine Molekel innen, die andere 
aufserhalb) yerschwinden gegen die Summe der inneren Beiträge 
(d. h. wo beide Molekeln im Raumolemeut selbst liegen.) Der An- 
satz (31) soll flbrigens nicht der Forderung genügen, den vollen 
Inhalt an potentieller Energie zu erschöpfen; die additive Constante, 
welche man »ich immer hinzudenken mul's, vermag allerlei in sich 
aufzunehmen. Nur erleiden die folgenden Untersuchungen die B»> 
«AHLnimwg^ daüi dioso Temaohlterigten BestendtbeQe bei der im 
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Folgenden t<oniuielimenden Tirtadkn Vcntldnuig des Sjritems mok 
wehi dnrdi bcauokbare VeitodeniBg störend geltend machen dürfen, 
andernfalls wäre die Anwendung des Energieprincips unToUständig. 

ünter den hier Temacblä''') igten Antheilen ist namentlich in gewissen 
Fallen die potentielle Energie der ebenfalls consfrvativen Capiliar- 
kräfte wichtig. Dieser trägt man Rechnung, wenn man nicht nur 
jedes Volunielomeut als Sitz von Jblnergie ansieht, sondern auch jedes 
freie Obertiächenelement» mit dem der Körper im heterogene Media 
oder «B leeren Bram angrenzt, wenn num elao m 0 noch biasQ^ 
ftgt ein Glied 



welches über sämmtliche eben bezeichnete Flächen zu erstrecken 
ist Der Proportionalitätsfactor 1/', die Flächeudichtigkeit der ca- 
pillaren Energie, hängt nnr ab von der Natur der sich berührenden 
Stoffe und ist für jedes i'aar von Stoffen eine feste Gröfse, so dafs 
für solche die capiUare Energie direct proportional der Berührungs- 
fläciie lüL Der Sinn dieses neuen Ansatzes ist iur positives xp, 
(welches sicher zn enmteit ist» wo eine Substviz «n Luft oder leeren 
Banm grenzt), de& bei einer Ddiurmatian einea EOrpers, welche 
deaeen fireie Oberfiiche TetgrOJaert, eine Yenneliniiitg der potantienen 
Energie binnkommt^ alao von Miftan Arbeit geldatet werden mala 
gegen die sogenannten »yOapillarkräfte'^ deren Beetreben ist» die freie 
OberfläGhe des Kifipers so klein wie möglich zu geetalten. Wenn 
daher keine anderen Kräfte sich dem widersetzen, so wird der Körper 
zunächst ohne Volnmiirirleninj": Kut?elt?estalt annehmen, tlf^tm die 
Kugel besitzt das Minimum der Uberriäeln' 1 «1 gegebenem Vi liiiri. n. 
Eine noch weitergehende Verminderung der Obertiäche ist dauu nur 
bei gleichzeitiger Volumverminderung möglich. Die erste Defor- 
mation bei oonrtwutein Vdmnen fauin, wie wir gesehen haben, allein 
doroh Scheerangen enengt werdenp die zweite aber ist eine i^eieb> 
nftfirige Oompreeaion. Oegen leistete inläern alle KOcpar starken 
Widerstand, so dafs es sehr bald sn einem Gleidigewioht swischen 
Gapillar- und Druckkräften kommen mufs. Gegen Scheerungen aber 
änfsem tropfbare Flüssigkeiten keinen Widerstand, daher tritt bei 
diesen dif> Zusammenballung zur Kugel stets da ein, wo äufsere 
Kräfte, naim ntlich die Schwere, dem nicht im Wege stehen, z. B. 
bei frei schwebtiuden oder falleudeii Tropfen. Auch andere Gleich- 
gewichtsconfigurationen iür die Berühruugstlächen von schweren 
Flüssigkeiten mit anderen oder mit festen Körpern und Gasen lassen 
siflii ana dem Uinimnm der Samma der potentiellen Energie der 

H. T. muawMi, «hMNi Flftt. IS. IL 9 




(31a) 



u 




66 



0 31 



SohweAxaft und der Capülaikrftft» efUftran. Die fSesten Kftrper 
dagegen setzen auch den SdieeniDgen ataricen Wideretand entgegen, 
90 dafs die Capillarkräfte auch den ersten Theil der Oberfläcben- 
verminderuDg nicht zu Stande bringen können. Dafs sie dem Wider- 
stande ^pj7Pn Scheerung Töllig machtlos gegenüber stehen, sieht man 
aus der Erscheinung, dafs beim Zerbrechen eines festen Körpers, 
also bei einer plötzlichen Vergröfserung seiner freien Oberfläche 
doch die i^irachstücke ihre Gesüüt so treu bewahren, dafs man sie 
lückenlos wieder zusammenfügen kann. Hätten die Gapillarkiifte 
einm mtiklicbett abrnndenden Emflnlty so wttid«ii die Brncliflftdieii 
nch niemab wieder inr Dednmg bvmgeii iMsen, wefl beide nach 
anhea mehr oonTex geworden sein mülften. Dies giebt nne alao 
ein Becih^ in der Dpiunik fester Körper, auf deren Grundlagen ee 
uns hier zumeist ankonuntj die Capillarkräfte zu Temacblässigen, 
dae Olied (31 a) fortzulassen und f^ die potentielle Energie der 
inneren Krüfte den Ansatz (31) zu machen. Auch ein ?r<>fser Theil 
der Hydrodynamik läfst sich noch ohne Berücksichtigung der 
Capillarkräfte entwickeln; bei den Gasen endlich fehlt erfahrungs> 
mäfsig dieee Kla^e von Kräften gänzlich. 



^ 21. IX» Variation d <P bc\ einer virtuellen VerrUckung des 

deformirteD Bereiches. 

Nnn denlcen wir, gase wie Torher bei dem Bpibm disereter 
Punkte, Ideine virtueUe Yerrückungen in unserem Bereich aus- 
geflUirt, deren Componenten wir durch S ^, 8 1}, 3 ^ bezeichnen. 
Diese drei Zeichen bedeuten jetzt willkürliche, aber differenzirbare 
Functionen der Coordinaten, denn bei continuirlicher Massenverbrei- 
tung k"iRn man sich auch eine virtuelle Verrückung nur als einf» 
geordnete vorstellen. Da sie indessen keine wirkliche ist, und das 
gesuchte Gleichgewicht auch bestehen würde, wenn die Kräfte von 
der Gonfiguratiou unabhängig wären, so sollen, wie bei allen Tir- 
tiiellen TenUckongen, die Werthe der Kififta nieht ?ariirt werden. 
Durch die Anafthmng dieeer mtaellen Verrilokiing erfiUirt daa 
Integral eine Taxiaüon d ^ Ea iat besonders darauf binzn- 
weisen, da& aadi die Grensen dea Banmintegralea nicht vaiürt 
werden sollen, obwohl die Grenzfläche des Korpers ebenfalls den 
beliebigen Verrüekongen ausgesetzt ist Die Grenien des Integrals 
trennen den von uns betrachteten Bereich ab von der übrigen 
Körperwelt, von welcher aus nur die sogenannten äufserer, Kräfte 
wirken. Der Bereich selbst aber soll duroh die virtuelieu Ver- 
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radnmgen in semem Bestand an MMtentiieflahea nicht Torftadert 
werden. Die YMiinaig ist «bo unter den Lrtegrnlwiichen atti- 
mflhzen» 



30 



4 t, 



(32) 



XKft Yariatuuk Ttm 9 koaunt am dadnrdi m Stander dab die 

9 9^,3^ eine virtuelle Deformation in jedem Volamelemente eiw 
zeugen, dafs also die Gröfsen ah cl m n yerändert werden um die 

Beträge fTo, <^'ft, ^c, f?/, fTm, öri. Man findet also die totale Variation 
von <p ais iTnuctlon der tt Variabelen nach der beicannteu Vorschrift 



Nun mufs man auf die Definitionen Ton a, 6, * . . » anrOdcgehen, 
Es folgt daraus z. B.: 



3a 



und 



und 



Da die Ortscoordinaten x, y, % ebenso wie die Inte^algrenzen 

TOn der Variinmg nicht betroffen werden, so ist » 

analog alle anderen, die Bildung der Variation nnd des DifiiBrantial- 
qootienten naeh einer Goordinatenrichtnng an den VarQckungen 

I, 17, ^ sind in diesem Falle zwei Operationen, deren Reihenfolge 
Tertauscht werden kann. Thut man dies bei allen 6 Variationen 
Sa bis Sn und führt 2/, 2 m, 2 ;ni Stelle TOn l, tfk, n ein, SO er- 
hält man in übersichtlicher Anordnung 




+ 



da dx 

d<p dStj 



^ db 



d9i \ 

^f~^32m 



a^j: , dw d3C 



"5^ 



(d2a) 



Dies ist die Variation der potentiellen Energie des deformirteu 
Bereiches. Verpleicht man sie mit dem entsi)re('hondeu Ausdruck 
ftlT ein discretes Fuuktsystem (Gleichung 29a), so fallen zwei Unter- 
schiede auf. Erstens haben wir hier statt einer Snmmation über 
Bämmtliche Punkte eine Integration über den ganzen liaum des Be- 
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EoidieB: Eine BftoiigeinÜbe Folge enaerer AM^Kmai oontinoiriiehir 
MifWffliTeitoeltQng. EiograliNMler ist der mdte üntenchied, deb 
die SuniiiandeD des Ihtegnadtts nicht irie dort mit den Factoven 9^, 
9^ 9^ behaftet sind, sondern statt dessen die partiellen Differential- 
qaotientai dieser virtuellen VerrUckungen nach den Coordiaat- 
richtungen enthalten. Wir können deshalb den auf S. 62 — 63 vor- 
bildlich hinp:estclltpn Gedankengang nicht ohne Weiteres ntif nnseren 
jetzigen Fall übertragen, denn es war dabei wesentlich, dals das A 0 
die Factoren ö^, etc. in jedem Glied enthielt Nur so konnte es 
gelingen, in Ö <P die Glieder paarweise zusammen zu fassen 
und die Gleichung (30) zu bilden, aus welcher dann die Werthe der 
Etlfla diieot henMundeaeii waxeo. Man hat indenen ein mathe* 
matiMiiee HOlftnittel, dnroli nelchea man anek hier den Ana- 
drack ^9 in die gewflnaclite Form bringen kann: die partielle 
Integratioii* Dieae Qpezation mnA an jedem der 9 Srnnmanden 
des Integrandus einzeln ausgefthirl werden, doch wird ea genfigen, 
hier an einem einzigen Gliede zn zeigen, wie dies geBclneht AUe 
anderen lassen sich dann nach demselben Schema behandeln. 

Nach den Begeln d» Diffiacentialrechniug tat: 

da> dSä d (dtp , \ da 

Dies hat man mit dr = d x ■ d i/ ■ dx zu raultipliciren und über den 
Bereich zu integriren. Dann kaun man im ersteu Gliede rechts die 
Integration nach x ausführen. Wir wollen dabei zunächst Torauä- 

tetsen, daCs £^ im gansen Bereiche itetig bkibt Dies trifft sicher 
V e 

zu, wenn der Bereich überall TOn gleicher Structur ist» auch eine 
allmähliche Aendemng der Structur von Ort zu Ort kann zugelassen 

werden, dann sind die in rf steckenden Elasticitiltscoefficienten zwar 
nicht constant, aber «Idc h stetige Functionen der Raumcoordinaten. 
In diesen Fällen wird auch der Strain, d. h. die Variabelen abclmn 
fiberall stetig sein, die virtuellen Verruckungen endlich müssen 
nach unseren Festsetzungen immer stetig angenommen werden. 
Grenzen dagegen im inneren des Bereiches zwei heterogene Media 

Iftngs einer Fläche an einand^i so werden dort ^ nnd etc. un- 
stetig. Dieser Umstand findert sine besondeve Betrachtung, die wir 
qAter (§ 26) Tomehmen werden. Also ftr stetige Bereiche er^ 
hilt man: 
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Daa Doppelintegral rechts iSf^t sich verwandeln in ein Oberflächen- 
integral des Bereiches. Die Normale auf einem EUementar^Bechteck 
dy.rfr, in Richtung der positiven a-Axe geführt, tritt in den Be- 
reich ein an der Stelle x,,. Die innere Normale auf der Oberfläche 
des Bereiches bilde dort mit der aj-Richtung den Winkel (n^^a;), 
dieser mufs spitz sein. Das dort gelegene Oberüächeuclement da^ 
wählen wir so, dals dessen Projection in der ir-Richtung sich mit 
dy * 4x deok^ abdamk ist dy * 4« «■ + i»o ' K 

Diflselbe 0>Lim« wrlSftl dea Berdoh bei x^» die innere Nonnale 
der Oberflldie bildet doirt tut der poaitireii 9>BielitiiDg den aofli* 
wendig stumpftn Winkel (f^^ Des FUehenelement da^ niblen 
wir wie Toriier. Denn ist bier wegen dee negatifm Coeiniis 

dy • dz BS — {/6-| cos (/<-, x). 

Der Litegraad eodUob iet folgende Diffenns 

"i* 

FOr äff • dx wiUen wir die Anedrfiekef weldie in den Lidioee 1 
nad 0 tibereinstimnien mit den beiden Theflen dee Integranden. 
Dean eiebt nun, deft ftnfterlieb flberaU des jSeieben Jttinne*' au^ 
trit^ dab also die Antiheile der Eintrittsfl&cben nnd Austrittsflftohen 
der positiven x-Richtung im Oberflächen-Integrale durch nichts mehr 
unterschieden sind^ dafs man also nun die unterscheidenden Indices 
0 nnd 1 weglassen kann "SUvi erhält so als Reaultat der partiellen 
Integration des ersten Summanden von ö <P; 

län anderee der neun Glieder, ebenso behandele wQrde liefern: 

Ganz analog die Uebrigen. Das Resultat dßt gansen ümformnn^ 
nachdem man noch alle Obeiflftidien- und Banm-Integrale in je einee 
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zusammengetiUst hat und die Tntegranden nach deu Dunmehr, wie ge- 
wünscht, explicite herausgetretenen Factoren d^, ordnet iet: 




$ 23, AufOndoiiff der SnJbereii Kräfte^ welelke den deformlrteii 

Bereloh In Ruhe halten. 

Der vorstehende Ausdruck S fli hat jetzt die Form, in der et 
uns nach di -a Vorbild der für Punktsysteme durchgeführten Betrach- 
tung 7.ur Authndunf^ der üufseren Kräfte, welche don dpformirteu 
Bereich in Ruhe halten, dienen kann. Betrachten wir zuerst das 
Raumintegral ; es ist anzuseilen als Summe zahlloser kleinster Glieder, 
deren jedes durch seiueu Factor dr die Stelle anzeigt, deren Ck>- 
oidisalen als Vaiiabele in den Integrandw dnsoaefnn liiid. Jadn 
eiaidne mit 9^ bebafteta BSamentar^Bed nigt eine ««Eiaft an, 
velcho dort angreift» wo das zngehftriga dr fiegl^ ebemo dantsn die 
mit 9^ odor 4f bebaftetea Glieder auf angrei&nde y- oder «-Eilfte. 
Diese Kräfte sind yon demselben Typus, den wir in der Dynamik 
dtscreter Massenpunkte allein kennen gelernt haben, man kann sie 
kurz als die träge Masse direct angreifende „Femki^fte" bezeichnen, 
ohne mit diesem Wort irgend eine Erklärnn«]; flher den wahren 
Mechani^nn:« ihres Zustandekommens geben zu wollen. Ihr wich- 
tigster iicjuiisentant ist die Schwerkraft, Überhaupt die Gravitation, 
welche coiitinuirlich verbreiteter Masse in gleicher Weise eigen ist, 
wie discreter. Der einzig dabei zu beachtende Unterschied besteht 
darin, da6 an Stelle der Massenponkte jetst ^ Massenelemente 
treten, welche die einxelnen kleiiien Sftame dr ansflUlen and deren 
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Gröbe mit Hülfe des Begriä'es der räumlichen Dichtigkeit durch 
den Ausdruck dx bezeichuet wird. Wäre solch ein Massentheilchen 
harausgeschmttttt ms dem Man Znmnmeoluuig und M bew^glidi 
im leeran Baami so wlkids «i der angraifeiidea Fernknft folgen in 
b6seb!etmigie»r Bewegung. 

Die Componenten diwer BeBcUeimigiiiig sollen ]iier mit X,T, 
beieichnet -werden, eo dab als mechimisches Hab fttr die Intensillt 
imd Bichtang der Fendbaft anf dae Uassenelement pkdx folgende 
Ausilrilcke auftreten: X-fidt, T'f^dzj Z-ftdr. Die Ari>eit 
bei der virtuellen Yerrückung dieses Theilchens ist als (inneres) 
Product aus Kraft und Weg gleich Xfidx'S^-^ Y^dr ör, 
-\- Z fjkd T 8 , nnd diespr AiiTirnck «Timmirt (integrirt) über den 
ganzen iiereich giebt die gesaounte Tirtueiie Arbeit der iäulBwen 
Femkräfte: 

^ • H + iv^n^n-^- (86) 

Dieser Ausdruck liifst sich mit dem Raumintegral Ton 6 0 zur 
Deckung bringen; bei der Willkürlichkeit der virtuellen Verrückungen 
ist es indessen unmöglich, durch diese Arbeit allein den ganzen 
Zuwachs der potentiellen Energie zu erklären; mir müääeu vielmehr 
noch andere Arbeitsleistungen suchen, welche das Oberflächeninte- 
gral in Oleiohung (34) sn eikUirai renuftgen. Dieses stellt eben* 
ftUs eine Unzalil kleinster Sommanden dar, von denen jeder mit 
dem Factor d| behaftete eine x-KxtJSi anieigt, welohe dcnrt von 
aniOken angreift, wo das zngebSrige Oborfl&chenelement liegt Ent- 
spseehend deuten die mit 9ii resp. behafteten Glieder auf resp. 
t-KrUfte^ Disse Kräfte können nun nicht von dem Typus der direot 
die Massen angreifenden Fenikrlifte sein, weil ein FUlchenstück bei 
räumlicher Massenverbreitung gar keine Träiiheit besitzt. Man 
müfste gerade annehmen, dafa die Obertlächf <1« s Bereiches mit 
Masse von endlicher Flächendichtigkeit belegt ist, also mit einem 
Stofl', der uncudiich viel dichter ist, als die Füllung des Bereiches. 
Wenn non auch mitunter die Annsihme Tmi SsbataDmi, die anf 
lUtohmi Teihrsitet sind, in der matfiematischwt Phjaik tob Nntsen 



* Bs ist cn beiditaii, dab ikm ZaIdieB mm, niaht wie Mher, Kiift^ 
sondern BMohlaanlgWBgen bedenten. Diese Bezeichnungtwsue lit bd eoa* 

tinuirlichcn Ma^wn r-wf rkmäfsigcr, weil dio Kraft selbat davon nbhfingt, 
wie groHB das betrachtete di ist, während die Beschleoiiigtuig davon uoab- 
hAngig ist. Handelt es stoh s. B. ttm die Schwere, ao hat man bei paaeender 
Ligi dat AzsMjstflBM für doa gum Bankli 2^ 0, § (w »w rt Mit> 
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isl^ M iridMtprieht tie dooh hier YoUkoiniBea aniem dw Brfidming 
fntowninffliffl Awwh fff F Ungfn flbw di6 BofoiiafiiBiihsit der nlmitiiinhini « 
Kliiper. Wir «ntdaefcmi vialnebr bei dar Befasdiftiuig des Obec^ 
ftehenmtegrals die Nothwendigfcetl, in «nere Theorie eise neu 

Art von Kräften einznf&hren, welche ans hei den Punktsystemen 
nicht heftet sind. Diese E^räite müssen als direot auf die Ober- 

flächenelemente wirkend rorgestellt werden und müssen let/toreTi 

proportional sein , weil jedes «ler (rlieder Hen Factor ds führt, im 

Uebngeu müsseu sie die allgemeinen liiigenschaiten und Dimensionen 

aller Kraftgröfsen besitzen, denn sie liefern, wenn ihre Angrill'sstelle 

verbchobeu wird, Arheitsgrörsen. Die Componenteu der auf ein 1 

ObetfildieDelegBenl dt fm «nAwn «fikenden „Fttchenkraft^ woUea ■ 

irir biwflifihneti dareh; 

JK^-d«, y^'äs, Z^'de, 

Dorcb den Zniati der Feetoren d* eriielben die Zeiolien X^T^Z^ 
endUehe Werthe, welche ton der Ofd&e der ObetflIdieneleiMBte 
nnabhlngig sind. IMe Indicee n sollen andeuten, dafe die Knft 
Ton anisen anf ein FlAchenstück wirkt, dessen ins Innere des an* 

gegriffenen Bereiches gerichtete Normale die Richtung // hat. Diese 
Bedeuttiiig des Index soll im Folgenden stets bei den flächen« 
krMten gelten. 

Bei der virtuellen Verruckung des Ekiutütes ds leistet die 
eingeführte ivralt die Arbeit X^dii S^-{- Y^ds-ä^ + Z^ds-Ö^, die 
Gesammtaxbeit aller Fl&chenkräfte ist also: 

Nun kann man die Bedingung der Conserrativittt der inneren Wider- 
standskräfte gegen die Deformation, also die PVjrderung + S0 
allgemein erfi^H'^'n Man wiirdo den ATT^rlnirk + A^ — ^ <f> = 0 
zu bilden li.il i n nach den Angaben der drei (iicichnngen {35), (35a) 
und (34). Muu vereinigt dann beide Raurointegralo und beide Ober- 
üächen in je eines und fafät die lategraudeu nach den gemeiusameu 
Factoren ö^, Sij, 3^ zusammen. Dann folgt durch die bereits an- 
gegebene SeUn&weise ans der WillkOrHehkeit der Verrtolningen, 
dafs der Ajosdmok nur dann Tenckwinden kanOf wenn jeder Faelor 
ton 9^, d^i an jeder Stelle des GeUeles nnd seiner Begren- 
zung einseln gleich NuQ ist Dies lieÜBrt folgende 6 Gleichung^, 
welche man durch directen Vergleidi ton (85) nnd (96a) mit den 
beiden Thailen ton (84) aUasMi kann: 
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Jd 
6x 

d 

dx 
d 



da I 
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d 

dy 
d 

dy 



ü 2 nj 

djp\ 
'db 



+ 



(- 



d 

dz 
d 

dz 
d 

dx 



6 ff 
d2 m 

(-*) 



d<p 

w 

d <p 



) 



coenjf + 



dq>\ 



(- 



■) 



cos»« 



ooinz 



cosnx 



(36a) 



§ 33. Die FUtebenkWUte im Urnffren der deformtrteii Sabfltanz. 

Die yorstehcnden 6 OleichangBü stellen die zur Elrbaltang der 
Deformation erforderlichen äufseren Kräfh' Tiin als in ganz charak- 
teristischer Weise bedingt durch die ü iiartn llen Differentialquo- 
tieiit^»!! der Fuuctiou (p nach ihreu Variabeleu a b c l m »*. Di© 
Ferukiäfte hängen davon ab. in welcher Weise sicli im Inneren 
der Substüuz die Werthe jeuer Difiereotialquotieateu von Ort 
Ort TeiiadeiB, die Obwflaohenkrifte liad bestimmt dnreh die Werthe 
der Biffereotialqiietifiiiteii seUbefc und durch die Baehtong der Hiehen- 
elemenie^ auf weldhe de wirken. 

Da nir mm Uber die OberffiUdie uDseree Bereiofaei ger keine 
iMtohiSiikenden Annahmen einführten — wie etwa» dab eie die 

reale Grenze sein mflfbtef lAngs deren ein Körper au lieterogene 
Gebiete (Lnft eder sonst was) anstöfst — » sondern auch jede belie- 
bigc nur Torgestollto ümprenzung im Inneren ausgedehnter Substanz 
angenommen werden inanu, so erscheint es auffällig, dafs unsere 
Untf i--u( hiing die Flächenkräfte gerade dort und nur dort fordert, 
wo «iie Grenze des Bereiches gedacht wird, also an ganz, willkür- 
lichen Stellen. Die Kridurung bu^teht darin, dais thatsüclilich dieae 
Flächenkr&fte ttberall in der deformirten Substanz bestehen müssen, 
dab eie aber wegsn der Gleichheit too Aetion nnd Beaetien m den 
Arbsilsleiatmigen, weldhe die Litegrale in (B4) dantaUen, keine Bsi- 
trige liefem, viehnehr vor dort aofbeten, wo ^ Aetran den iofreren 
Kiiileai die Bsaetion den inneren &flften ingerechnet werden 
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miifs, d. h. also an der Grensflftchei Zum Beweise dieser Beluwp- 
tung dient fidgende üeberlegung. 

NMhdem wir die Torangdieiide üntecsaehuig ftr einen irgendwie 
nbgQgrwtften, deformirten Bereich dvrehgefillirt haben, denken wir 

uns eine beliebifie Sclinittfläche durch sein Inneres gelegt, welche 
ihn in zwei Theile I und II theilt Diese Fläche soll nur eine 
mathematische Fiction sein, nicht etwa den festen cohitsiren me- 
chanischen Zasammeuhang der Massen zerstören. Daun kann man 
dieselbe Untersnchung für Bereich I allein und für Bereich II allein 
dui 1 1) iülireu. Das Raumintegral und das Fliichenintegral in Glei- 
ciiung (34) wird jedes dadurcii auch in zwei Theile zersclmitten. 
Sb tritt Iber Ar jeden Tikeilberdeli in dem Anadnidc ftr ^ 0, resp. 
d0„ nodk ein Integral Aber die Schnittflftche liinni, da dieee jetzt 
ein Stack der Begrensnng bildet Darob eben die ScUoikweite^ 
welche nne m den Gleidninsen (86) und (86a) geflifart hatten findet 
man jetzt noch folgende Forderungen: Um den Bereich I ftr «ick 
allein deformirt in Kühe zu halten, mofs man ao&er den vorher 
schon gefundenen äofseren Fem- und Oberflächenkräften noch Flächen- 

krftlle ^'da, Y^'d», 4i aof die Schnittfllche wirken laaaen, deren 
Betarilge sind: 

^. = ( - 5« j +(- 02 n] + (- S^] 

und analog; 

Die Balken über den Gröfsen sollen einstweilen andeuten, dai's 
es deren Werthe an der Schnittfläche sein sollen. 

Üm Bereich II fSr rieh allein defimnirt in Buhe an halten, 

muTs man noch zusetzen Flächenkräfte A'. -ds, Y. -äs, Z -dSf WO 

n n B 

71 nnd Z analog. 

Da wir dieee Kritfle vor der Theilnng dea gansen Bereichee 
moht anfgefunden haben, io mnle man folgern, dafs der feste Zu- 
sammenhang der 8ul »stanz längs der idealen Schnittfläche für den 

Bereich I die gleiclie Wirkung thut, als wenn man den Bereich II 
fortgetroirnifTt rlr nkt, dafür aber die Kräfte (371) anbringt Mit 
anderen W orten heibt dies aber, II übt auf I diese Kräfte aus. 
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Ehf'nso wird das Oleichgewicht des Bereiches II nicht jrf'Htört, wenn 
Diau den Bereich I wep^ninimt und statt dessen die Krätte (37 II) 
anbimgt, also I ttbt auf II diese Kräfte aus. 

Dala die Kräfte (37 TT) denen (371) entgegengesetzt gleich sind, 
erkennt iuub leicht, deuu die d (fjd a etc. haben ah> stetige Fuue- 
tioaen de« Ortes füx beide Seiten der Schnittifi&cbe die gleichen 
WerÜMy die BidbtiiiigBOOiinnf toh aber sind denen Ton ni eni* 
gegengeeetst gleielL Mim klhgüMO wir in der Beseietmong der Gtfijben 
die Balken nnd auch die nan InfoeiliGhe NnmeriniDg I and II wag» 
laaBeu. Dadurch werdea die Gleichungen (371 nnd U) identisch 
mit einander nnd auch mit den Gleidiangea (86 a), und wir können 
das Resnltat dieser Betrachtung zusammenfassen in folgendem Satze: 
Nimmt man im Inneren eines deformirten Köri^ors oin Flächen- 
element ds an und errichtet darauf nach einer Seite (gleichgültig 
welcher) die Normale n, so erfährt die auf dieser Seite gelegene 
Masse durch ihren Zusammeuhaug mit der auf der anderen liegen- 
d«n Hasie eine EUcbeDkraft X^ds, Y^d», Z^ds, welehe beatinaat 
-wird dwdi 



^ = (- + (- Ui] ««•>'+(- 4l-) 



008 nx» 



(88) 



Diese Olndmngeo fthran die inneren Fl&olienkrSfte sarlldk aaf 

die Structur des Körpers (G«rtaH der Fnnetion (p) und auf die Art 
der Deformation (Yanabela abelmn, von denen die Werthe der 

Differentialquotienten ron rp abhängen). Von der Richtung des 
Flächenelementes, also von n sind diese Knlftf^ obenfnlls abhängig, 
und es ist fiir den TTeberbliek wichtig, dieser iSormalen, also auch 
der Fläche da, die durch das Goordinatensjstem ausgezeichneten 

drei iüchtungen zu geben. 

1. Das Flächenelement liege normal zur x-Richtuug, welche 
positiv nach rechts genommen werde. Dann ist die Kraft, welche 
«nf die reehto yon ds gelegenen TSieOdien von links her wAlL, ans 
TOittehendea Formeln (68) abcnleiten, indem man « » + x satat; 
aneh die Lidioes n an den Eraftcomponenten sind dandi x an er- 
setsen, so dab Ton nan ab 7^ Zeiehen Ton teter Bo- 
deotuag sind* 
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Da cos {XfZ)» 1, cos s cm{xjx) — 0, erhält maa 



9 



(88J 



2 

Die «iitgvgengeseMe Knft, irakslie anf die ünki toh <!« ge- 
legenen Theüeben von rechts herwirkt; würde man daroh die Annahme 
«I a — X in (3Q finden, eoe (— s^ ^ <— 1, doch nt dies, ebenso 
wie die Einführung von X^», F.«, als Zeichen Ton Ueibeader 
Bedeutang uhcrtiiissig, da wir schon wiflseni dala diese dttti vorigen 
entgegengesetzt gleidi sein müssen: 

X.. = - X,, r-- -F« - - J2to. (38-.) 
2. Das Flächenelement liege normal znr y-Richtnng, welche 
positiv in der Richtung des Blickes genommen werde. Dann ist 
die Kraft, welche auf die vou uns aus hinter dp lipirenden Theilchen 
Beitenö der uns näher liegenden ausgeübt wird, durch die Bestim- 
mung n := 4- ^ zu finden. Dadurch wird cos(»«} » 0, co8(ny) = 1, 
cos (w %) =t 0, und _ 



d2n 
dtp 



r - - 



db 



Die Beaetion gegen dieee ist: 



(38.,) 



Die Zeichen X^, i'^, sollen künftig diese feste Bedeutung be* 



halten, ete. und entbehrHoh. 

8. Daa BUdieneleBient liege neimal rar ««Biditang, mlehe 
poeiliT naoh oben gehe. Die Xiafty neldie aof die ftber is Uegeop 
den TheUchen von unten her wirkt, findet man aus » m + «; 
ooe^s) «- eoa(i«y) 0, eM(ii») >■ i in folgenden Anad r ttcken 



027 



(38^ 
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Die Beact i on dag^gwi: 

Audi X,, l\f Sölten kOnfkig diese Bedeatong behalten. 

Diese 9 Gleichungen (38,, ^, J enthalten irichtige 
Eratens findet man in ümen ansehawliche Bedentongen ftr die sed» 
n^^Ten 0iffnnntialqQOtienten von 7, sweiteni eifannfe man ans 
der Identiat der recbton Seiten der betreffenden Gleiohnngen, daA 
nothwendig 

sein mnik Um diese Aussagen fQr späteren Gebrauch übersichUicb 
aosammensostdlen, sdireiben wir sie noch einmal in folgender An- 
ordnung 



dtp 

db 

Ö ff 

"de 



(89) 



d(f 



(89a) 



Es würde nicht Kweokmäfsig sein, von den zwei dem Werthe 
nach gleichen Zeichen F, und Z das eine künftig zu Termeiden, 
Tielmehr soll, je nachdem eine Kraft in der y- oder «-Richtung ge- 
meint ist, das erste oder zweite gesetzt werden. Die Gleichungen 
(39) und (39 a) können dazu dienen, aus den iur die äuisereu Kiät'te 
gefundenen Ausdrücken (36) und (36 a) und ans den mit (36 a) 
finuflU idwitischen Ausdrucken (88) ftr die inneren FUUdienkrftfte 
die 6 DüÜBcentialgQOtisnten von ^ in ein&dister Weise au dimi- 
niren, indem man an Stdle von {^d^fdä^ das Zdohen eto. 
setzt. Da1)ei kann man nicht in Zweifel konuneo, welches der 
beiden Zeichen man s. B. für (—d^ld2!) xu wählen bat: In 
der zweiten Gleichnng, welche offenbar eine Relation zwischen 
^-Elräften ausdrückt, ist y nohmen, in der dritten, welche ;-Kräfe 
bestimmt, ist zu neiunen. 3o echält man folgende Kraft- 
gleichungen: 



_ dX ^ dX^ ^dX, 



d» äff d% 



m 
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7,— ]!^0Mf»«+ ryC08«»y+ T^oxmn» l (40a) 



§ 24 Elementare VeranachauJIchaDg der gewonnenen 

Resultato. 

Die vorstehenden 3 Gleichungen (40) zeigüo au, dals die 
elastiscbö Eeactiun gegen die Ferukräfte durch die inneren Flächen- 
kräfte zu Stande kommt Um dies anschaulich zu machen, pflegt man 
ein zeobtiriiikliges Yoliimelemeiit dx * dff • d» im Lueran der defox^ 
muten Safaetans so betraehten und fttr dieses die elementaien Foi^ 
denugeii des Oleiehgewiditfls anfrostellaii, da& nimlidi erstens die 
geometrische Summe aller angreifenden KM» gleich Null sein mafs, 
damit der Schwerpunkt des Massenelementes keine resultirende Be- 
schleunigung erfahre, ond dafii sweiteos kein resultirendes Drehui^ 
moment übrig bleibe. 

Die erste Rpdinguug wird dadurch erfüllt, dafs man zuerst alle 
«-Kräfte /nsaiiiniensucht und deren Summe gleich Null setzt. Da 
haben wir zunächst die Femkraft» deren avCompouente wir wie früher 
bezeichnen: 

X- (4, • dxdydx. 

Dazu kommen nun die a-Componenten aller Flächenkräfte auf 
die sechs Bechtecke, die das Banmelement begrensen. IMeaeFlftclieno 

demente haben die Lage normal zu den Axen x, y, z, also werden 
durch X^, X^j, X^ direct diese Flächenkräfte angegeben. Die beiden 

Rechtecke normal zu x haben die Gröfse d s = dy - d x , zur rechts 
gelegenen gehört eine um dx gröfsero Abscisse als zur linken. Hat 
also die Flächenkraft an der linken Seite den Werth A'^,, so wird 

an der rechten Seite der Werth X^ + -^»dx gelten^ denn X^muS$ 

difierensirbare Function des Ortes sein, es ist ja ^ich — d^/d«. 
An der Unkm Flldie iolgt die ms Innere des Volnmdementes 
gerichtete Noimale der pocitiTen 2>Bichtaiig» also ist * dgdz die 
«-Componente der links angreifenden FUtohenkraft Ist diese positir, 

so drängt sie das Maasenelement nach rechtSi sie ist eine normale 
Druckkraft. An der rechten Flüche ist n = ~ x, also haben wir 
X_ j, oder, wie wir statt dessen schreiben dürfen, — A'^ einzuführen, 
aber mit dem durch den iSchhtt dx Tei^oderteu WertL Die x-Kraft 
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(d X \ 
X^-t -^^dxj • dyd». Diese wird 

das Maooopßlement bei potitiTem Werth TOn nach liiiks dringeiiy 
und wenn anch dXjdm positir ist, sogar noch etwas stärker nach 
link? rlräugen, als die geprenüberliegende Wand nach reohta gddriagt 
wird, so dals ein Uebersohois vom Betrai^ 

IPirfeam übrig bleibt. 

Die beiden Flächen normal anf y haben die Oröfse dx-dx» 
Die UTT? zugekehrte (vordere) hat n= + y, also wirkt auf sie die 
Componente X^dzdx. Wenn A'^^ einen positiven Werth hat, so be- 
deutet dies eine tangentiale Schubkraft, welche, die vordere 
Wand angreifend, das Körperelement nach rechts zu schieben strebt 
Die uns abgewandte Qegenfläche liegt am den Schritt + dy weiter, 
ihre innere Noxmale ist » «* — y , ndfhin die dort angreifende Kraft- 

+ -^^dyj ' dxd». Diese strebt dann das £le» 



ment nach Hnks sn schieben, und wenn dXJdy positiv ist, ist cBt 
Sohnb nooh etwas krtfiiger als der entgogeneaeetste. Der Uebersoimfii 

— ^^^dy*d%dm 
dy 

Ueibt in Wirksamkeit 

1^ das dritte H&chenpaar i» • dy gilt eine gans analoge Be- 
traehtnng. Die nntere vnd die obere Giensfiiche wnden Ton ent- 
gegengesetiten Sefanbkrftf^n angegriffen, wegm der Tertnderiicbkeit 
der QzOAe in der «-Richtung bleibt als wirksam snrfick eine Kraft 

s-^-d»' dxdy. 

Dies sind alle r-Kräfte, welche man zusammensuchen kann. Setzt 
man, wie verhingt, deren Summe gleich Null, so erhält man nach 
Wegbebung der gemeinsamen Factoren äx-dydx, die Gleich- 
geviohtsbedingnng : 



„ dX dX dX- ^ 

uX 3-a- s 3-*- «" 0. 

dx dy 6% 



Diese ist identisch mit der ersten der Oleichongen (40). In ganz 
gleicher Weise mufs man die algebraischen Summen der zusammen- 
gesuchten y- bezw. ;»-Krätle gleich Noll setzen und findet dadurch 



Digitized by Google 



80 



ZWEITEB THEIL. 



GleicligewicbtilMdiDgungen, \relcha sich mit der zweiten, becw. dritten 
der Gleichungen (40) decken. 

Wir schreiten nnn ztir Erfüllung der zweiten elementaren Gleich- 
gewichtsbedingung für die Dreliungsmomente; zu diosK^m Zwecke 
genfigt es zu fordern, dafs um keine der drei Coordiuataxeu « n 
Drehungsmomeut besteht Die Femkraft auf die träge Masse kann 
keiu Dreliungsmoment erzeugen, auch die drei normalen Druckkräfte 
JS^, Y^t Z^f közmen di^ nicht Dagegen liefert jede der sechs tangen- 
tialen Sdmbkiftfte ein solchee. Diese mflasen noh also nothwendig 
gegenaettig Tendditeii, wenn ftberhenpt mheade Defonnalioii mSglieh 
sein soll, und «emi die Anfifindiuig der wirkenden Krftfte eine er- 
schöpfende war. Snefaen wir zunächst diejenigen KriUtepaare, deren 
Drehnagaaze in die »•Bichtnng ßLllt La Figur 9 ist die poeitiTe 

avAxe gegen den Beschauer ge- 
kehrt senkrecht auf dem Papier 
7M denken, die positive i/-Axe nach 
rechts, die j)Ositive ^-Axe nach 
obca gcrichtot. Das Volumelemeut 
jr stellt sich in der Figur als Recht- 
Fig. 6. eek dar, die horisKmtalen Strecken 

▼on der LBoge 4ff sollen die 
beiden SeitenAftchen dx'if, die vertioalen ton der Lftnge d» 
die beiden Seitenfl&cfaen dx'd» TonAellen, die in der Ebene der 
Zeiohnung liegenden tangentialen Sehuhkritfle sind unter der An- 
nahme, dafe die Zeichen und positive Werthe darstellen, durch 
Pfpüp augedeutet. Die beiden horizontalen Pfeile, also das Krafte- 
paar ± Y^-dxdif. haben den Abstand dx von einander, sie greifen 
daher das Masseuelement an mit dem Drehongamomeut (Jbüraft 
X Hebelarm) 

4" i', • dxdy • dx.. 

Der Sinn dief?er Drehung ist hei positiTem positiv, wie man ans 
der Figur abliest. Die beiden verticalen Pfeile, also das Kräftepaar 
Z^' dxd%, haben den Abstand dy von einander, ihr Drehungs- 
moment ist also 

Z^* dxd% ' dy. 

Der Sinn dieser Drehung ist bei positivem negativ, wie die Figur 
zeigt Weitere Drehungsmomente um eine Axe in der x-Eiebtung 
sind nicht aufzuünden, wir fordern also, dafs die beiden vorsteLieuden 
zusammen efleich Nnll sind. Das giebt nach W^iassung der ge- 
meinsamen i^ ucloreu dxdyd% die Bedingung 



^ 
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Ja. amdoger Weil» kann mm durch AnfiteUwig dcar baideii Dnlniiigs- 
momeDte um die beiw. «-Aze imd NvUBetraig flurer Summe 

Z^^Z,m,0 beiw. JE^ — i; « 0. 

Diese Resnlt^ate bümmen überein mit den früher auf anderem Wege 
gefundenen {ßSi). 

Eine besondere Betrachtung erfordert das Gleichgewicht der- 
jenigen Yoliimelemente, deren Begrenzimg com Theil doreh die 
iaftere Oberflidie dei Bereiehee gebildet mrä, iraü dort die ftnleeren 
FUbehenkzSfte mit int Spiel kommen. Einem solchen Theüchen kann 
man die Qeetalt einer dreikantigen Pyramide (abgeschnittenen Würfel- 
ecke) geben, die Hypotenusenfläclie ist dann ein dreieckiges Ober- 
flächeneloment da, die Kathetenflächen ds^, da^^, ds^ sind rechtwinklige 
Dreiecke, deren Flächeninhalt mit Hülfe der Richtunf,^cosinus der 
inneren Normalen auf ds gefunden wird. Um die sinnlichfi Vor- 
stellung irgendwie fwitzulegen, wi llf ii wir aimohmen die Winkel {nx), 
{ny), {nx) seien alle stumpi, dunu umi» man, um positive Ausdrücke 
ni eÄalten, tberall ein Minaszeiohen zur Compeneation der nega- 
tiven Cotinns n eetien: 

d a cos n r 
da cos ny 
da COB n». 

Bei dieser Lage tob « folgen die ins Linere der ^rnmide ge* 
riehteten Nonnalen anf allen drei Eathetenfllohen den po8iti?en 
Coordinateuiiditangen, die dort angreifondem inneren EUchedDifte 
sind deshalb X^d»^, -SS^d«,, . . . Z^ds^, oder wenn man vontehende 
Formeln einsetet 

— X^da • cos n«, — X^da cos ny, . . ., — Z^da cos n». 

Würde man über die Richtung von n andere Annahmen gemaeht 

haben, z. B. {n spitz, so wäre ds^^ -^-da cosnx zu setzen, dann 
wärde aber die Normale auf ds^ in Richtung — x fallen, folglich 
" — X^ einzuführen sein, die Fliichenkraft würde dann eben- 
falls — X dsQ.o%nx etc. lauten. Mau sieht daraus: Wiu auch n 
gerichtet i>ein mag, es tritt in deu Ausdrücken der Flächenkräfte 
immer ein Minuszeichen ezplicite herans. üm die Femkraft ans- 
andrftcken, mflasen irir die in der I^ramide eingeschlossene Haeso 
H, SBomn, nwom. rbyrik. M.n. S 
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kennen. Dtts Volumen (/ r berechnet man mittelst des Lothes, cL h. 
aas der rechtwinkligen Ecke aof die Basis da nach der Formel 

Die Componenten der Femkratt sind dann: 

ttZ^^dadht ttT'\d9dk, i^Z-^dadk, 

Nun erftilleii wir die Olcicbpfewichtsbedingungen dieser Pyramide 
wieder dadui i Ii, dals wir zuerst alle x-Kräfte zusammensuchen. Wir 
finden folgende 

1. Die ftnfsere FIftchenkraft 

2, Die inneren Flächenkrädte — X^dfi cos nx 

— A'y (/ .V cos uy 
^ X^da cos n * 

8. Die ftnbere F«i»knift /ikX- ^dfdh. 

Deren Summe gleich NuU gesetzt liefert nach W egheben des ge- 
meiBBMBen Faeton d» die Gleiolmng 

dh 

W&hrend die ersten vier Glieder dieses Ausdruckes im Allgemeiueu 
von endlicher Gröfse sind, und auch endlich bleiben, wenn mau die 
Pyramide unendlich klein werden läfst, ist das letzte Glied mit dem 
Factor dk behaftet, versdi windet also beim TJebergaug zur Grenze, 
d. h. auf cbe Gldofagewicht swiaohen den taÜMren FMwTtkrftften 
imd den itmeiren Beaotioneii gvflen die Defittmatton an der Be- 
greninng liaibeii die Femkrlfte keinen TGi?ifl«ft Durch Vemtolip 
liMigang dieees letzten Gliedes wird Torstehende Bedingung identiBdi 
mit der ersten der Gleichungen (40a)i Qans analog hat man mit 
deu Kräften in der tj' und T-Richtung zu verfahren, und findet Be- 
dingungen, welche bis auf verschwindend kleine Glieder ^ dA/d 
und fiZ dhj'i identisch mit (40») sind. 

Ein Fall wilro mathematisch deul I u . m welchem der Einfluft 
der Fenikraft niclit verschwindet, wenn uiuidich beim Uebergang 
nur Grenze 0 daa Prodnot ^-dhß einen endlichen Grenzweräi 
behüt, den man dann als Flldiendiditiglnit einer Uassenbelegung 
der Oberflftehe eniDsefaen hfttte. Fhyaikalisoh ist dieser FaU mdetteo, 
wie schon oben einmal bemerkt wurde, in der hier behandelten 
Theorie aaugeeohloiBen. 
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Die zweite, auf die Drehungsmomente bezügliche, Gleichgewichts- 
bedingung könnte man ebenfalls noch auf die Elementarp3Tamide 
anwenden, doch findet man dabei nichts Neues, sondern ebenüfms 
die Bedingungen F = etc. 

Die Betrachtungen dieses Paragraphen wurden nicht angestellt 
um neue Etesultate aufzufinden, wir fanden ja auf Schritt und Tritt 
dienlbeii Oleidiungen iriederi welche Toriier bereits ane dem Begriff 
der potentieUen £neqpe der ooiiiaer?BliTeii elaatiBohen &ftfte mit 
HtlUe des Principe der TirtneDen VarrOi^ciingeik abgeleitet worden 
waren. Der Zweck war vielmehr zn zeigen, dab alle EmfUnieernngen 
eines defimnirten Körpers hergeleitet werden können aus Jon Wertheu 
der 6 Coordinatenfunctionen X^, F^, 2" , = Z^, = X,, F,. 
Der "Rpwois f\\r diese Behauptung lag in der Ucbereinstimmung der 
Rf'suhrtte mit den Gleichungen (40\ 40a), (38 i). Diese B Gröfsen 
bestimmen den Strels, ebenso wie flie fi kleinen Zahlen a, b, c, I, m, n 
den Striün bestimmen. Häufig wird m anderen Lehrbüchern der 
in diesem ^ragraphen Terfolgte Weg als der ursprüngliche und 
auch elementarere zor An&teOnDg der betrafienden Kraftgleiebongen 
bentttit Bei solcher Absioht mnls man ab«r die Riistens der 
inneren iUchenkrftfte vm Tocnhereb peefceliren, oder wie die 
Moleenkrtheorie es thnt, sie dueh Centtalkrifte zwischen den sehr 
nahe aneinander liegenden directen Massanpnnkten diesseits nnd 
jenseits einer gedachten Fl&che ericUrsn. 



§ 25. Haupt-Drucke. 

Wir wissen jetzt, dafs die 6 Werths welche in den 9 Zeichen 
= ^y» = = ^\ stecken, den Stress in einem 
defiirniirten Kflsper Timig beethomenf indem man doroih die Qlei'» 
chvngen (40) nnd (40a) ans ihnen alle Eraftwirkmigen bestimmen 
kann. Die letzteren CQeichiingeii (40a) wollen wir jetzt nodi an 
einer besonderen Beiarachtang heranziehen. Durch die Componenten 
X , Y , Z ist Gröfse und Richtung der resultirenden Kraft 7? be- 

n' II' n ~ n 

stimmt, w<^lcbe auf eine Flächeneinheit mit der Normale ?i einwirkt. 
Im Allgemeinen wird die Resultante nicht mit n gleichgerichtet sein, 
sondern schräg auf der {•"'luche stehen. Wir stellen uns jetzt die 
Frage : Wie tiudct muu bei fester Vorschrift der 6 Streäsdaten X^...f 
solche Bidktungen der Normale n, ftr weidhe die lUehe Ton einer 
nonaalen Besnltante angegriIGni wird? FOr soldie Bicditongen 
mllssen die besonderen Bedingongen erfUlt sein: X^i» B^cmhx, 

6* 
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y ^ /? C08 ny, = COS n T , weil nUmlich dann n auch die Bich' 
tun^ Ton aogiebi Setzt man diese in (40 a), so folgt: 



2>,O0S»s + Z^cosny + (Z^ — JBJcoi»« — 0 J 



Diese Gleichungen enthalten gewisse Forderangen an <1ie gesuchte 
Kichtung « und den Werth des J' . ^rv «ind anzusehen als homogene 
lineare Qleichnngen für die drei iüchtuugscosinas. Dal's letztere 
nicht nnahhäiigig sind, indem ihre Qnadratflurome gleich 1 sein 
niuls, schadet wegen der Nullen aul den rechten Seiten nichts. 
Man könnte ja eine bdiebige Strecke n abm^aen, dei«n Projectionen 
mit Xf y, X beMichnet wercton, dann konnte man setMn 

SV» 

OOBflSB • €KMI»lf»=— , O0tll«-i 

H n % 

und dann könnte man in allen drei 0]eiohiingeii die Nenner n 
streichen, hätte also thatsächlich drei nnabhangige Unbekannte. 
Damit dio Gleichungen (41a) überhaupt erfüllbar seien, mufs die 
Determinante ibror Ooefßcienten Terachwinden. Das giebt fJäj: die 
Intensität die Bedingung: 



- a (41b) 



Nun aber brauchen wir nicht weiter zu rechnen, denn genau 
das gleiche mathematische Problem haben wir mit anderen Be- 
zeichnungen bereits beim Studium der Deforuiationeu eingehend 
behandelt Unsere drei Gleichungen (41a) entsprechen (13a), die 
NnlUbrdenmg unserer Delenmiaiite (41b) entspriqbi (18 b nnd o> 
Wir kOtmen daher alle Besdtate m $ 10 direet hieifaflr «ber- 
ttagen, wenn wir Mtnn: 

statt a, statt a, statt h, statt c, oder statt 
oder X, statt m, X oder F, statt n. 

Die cobische Gleichung, welche nach Entwickelung der Determi- 
nante in (41b) entvteht» bat also stete drei reelle Woiseln Jt^ 

für jede ergeben dann die Gleichungen (41 a) eine beefcunmte Bidi- 
tnng der Flftcbennonnale, diese diei Biebtnngen «ii, n^, mttssen 
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senkrecht auf einander stehen, wenigstens kann man dies immer 
dentlicli erkennen, wenn die drei Wurzeln verschiedene Werthe 
haben. Diese R jK_ Ä_ nennt ms^ die Haupt-Drucke, die zu- 

gehörigen Richtungen n, die Uaupt-Drnck-Axen; man kann 

auch sagen Hauptaxen des Stress, dementsprechend kann man auch 
die fiaupt-Düatations-Richtungeu die Hauptaxen des 8train nennen. 

Man kann nun ferner nach dem Vorhilde des § 1 1 eine Syn- 
these des allgemeinen Stress aus den drei Haupt- Drucken durch 
Beziehung auf ein beliebig gedrehtes Ooordinatensystem herleiten 
uud findet dahei die folgendeu Gleichungen^ welche den Gleichungen 
(15) YöUig analog sind und in denen hier dieselbe Abkürzung ftlr 
die Smnnie dreier Glieder mit den Indioee 1, 2, 3 gebrancht iei: 



Man kann achliefslich in völliger Analogie mit deu Betrach- 
tungen des § 14 den allgemeinen Stress auch zerlegen in einen 
naeli allen Bibhtnngen gleidunäTsig wirkenden (hydrostatisdiMi) 
Bmck, der — je nnohdem — podtiT oder negatrr «oifkllt, detsen 
GiOfM gegeben ist duroh den ICttehrerlh: 

3 " 8 ' 

nnd damtretend swei rein tangentiale Schnb»KrSftepaace» deren 
GrOlae nur durch die Differensen zwischen den Hauptdrucken be- 
dingt wird. Auch liegen die Fl&chen, auf welche diese reinen 

Scheerungskräfte wirkend zu denken sind, wie die Flächen eines 
regulären Bhomben-Dodekaedeis, deaaen Azen die Hanptaxen des 

Stress sind. 

Bei all diesem formalen Parfdlelismus ist jedoch ausdrücklich 
darauf hinzuweisen, dafs im Allgemeinen bei aniBotropen Körpern 
die Richtungen der Haupt-Dilatationeu mit denen der Haupt-Dnicke 
nicht zusammenfallen. Auch erzeugt in solchen Körpern ein uach 
allen Sdfen gleiobm&Uger Dmck oiciht eine reine Volninf erinderung, 
' als deren Analogon er doch soeben betrachtet wurde, sondern auch 
GeelaltTeribidemngen. Bei den isotropen KOtpem^ Ton denen wir 
qAter besonderB m handeln haben werden, triJR freilich beides an: 
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Sowohl die UeberemstLmmuug der Haaptaxen von Strain und Stress, 
«Ii anoh die raine yoIamTeränderang durch uagerichteten Druck. 
NMieies darüber folgt in § 

§ 26. Gleichgewicht der elastischen Kräfte an der Grenze 

heterogner Substanzen. 

Die partielle InU^j^ration des An«drnckes <)" 0 in Gleichung (32a) 
war der wichtigste Schritt zur Auttindung der elastischen Kräfte. 
Diese ümformung wunle in § 21 ausgeführt unter der Annahme, 
dafs die im Integrandu» aultretenden 6 partiellen Differentialquo- 
üenten von <p im ganzen Bereiche stetige Functionen des Ortea sind. 
Jetit mm die Betreditiing ergänzt worden ftr den Fall, daCi eine 
Fttehe den Bereioli ducbsetxt» aa welelier die genauntaii 6 Fmio» 
tionen unstetig rerUnfen. Biese ExBohemmig hat man im Allge- 
meinen m erwarten, wenn ein oontinnirlssh mit Matte erftllter 
Bereiflli ana jnrai heterogenen oder verschieden stnictmirten 9nb* 
stanzen znsammengesetai; ist, welche längs dieser Fläche an einander* 
stofsen. Denn ff und deBsmi Differontialquotienten sind ids Functionen 
der 6 Deformationsdaten anzusehen mit Coefticienten, welche von 
der Natur jedes einzelnen Körpers abhängen, also zu beiden Seiten 
der Grenze endlich verschiedene Werthe haben, selbst a, h, r, l, vi, n 
können in beiden sich berührenden Körperu verschieden sein. Die 
tirtaellen Venttcknngen Si, Sri, aber adlen im ganzen Bereich, 
ftoidh an der UnstotigkeitBfl&eheb stetig und diffBrennrbar sein. Wir 
verfolgen denselben Gedankengang wie aof Seite 68 bis 70. 

Die Gleidumg (83) bleibt aneh jetst liebtig, wenn man nur den 
Sohritt dz, den man doch immer anagefllhrt denken mnls, mn einen 
Differentislquotienten djd x zu finden, nicht durch die ünstetigkeits- 
fllchc hindurch -ot;'t, -^oT^flom nur bis heran an diese von beiden Seiten. 

Nennen wir i u ml ein bostimmtes FlUchenelement r/yd« die 
Abscisse der SprungÜäche I-, so inufs die Integration nach x am 
ersten Güede recht«i ansgeffthrt werden von der unteren G^renze x^ 
bis dicht au die Sprunptelle, sagen wir bis x — e, dann weiter von 
X + • bis nr oberen Grense a^. Naoliher kann man • gegen Null 
streben lassen. Man erhslt so: 
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Bezeichuet man die SpranggröÜse von d «pjd d. h. deren Werth 
rechts vom Sprang (i + e) minaa dem Werthe links Tom Sprung 

Folglicb erliftlt man an Stoib Ton Gleichung (33 a) 

% — 

Das erste Doppolir t gral rechts ist genan wie in § 21 in ein 
Oberflächeuintegrai über die äufsere Begrensnng des Bereichee um- 
suwandeln, es erhält dadurch die Gestalt 

Dafe dabei gewisse Oberfl&chenelemente an den Sidl- a liegen, wo 
die SpningflÄche durchtritt^ mithin dort drpjda uusletig wird, stört 
Sinn und Werth dieses Integrales nicht Einen Unterschied gegen 
die firfliiere Betzaohtung bildet nur das Auftreten des sweiten Doppel- 
integrales, welohee man umwandeln kann in ein Intogral^ber die 
Unstetij^eitafl&olia. WftUt man nlmUdi die Ehmento A% ^emat 
Fiftche ao, dab draen Projedionen aiob mit den dy • 4» decken, 
und nennt man die Normale naoh der Seite hinter dem Sfonnge 

flo ist 

dff • dx ooe.ii(& 

W& wollen hier der Kttno wegen die dn&dke Annahme machen, 
dafe die Winkel (n x) au allen StoUen spiti seieiiy nnd damit zugleicii 
die OompEcation beseitigen^ daJa sich mehnre d« anf das glaiehe 
dy • A» projidren, oder was i^eiidibodeatend isl^ daft gewiese Pa- 
rallelen der »»Axe die Sprungfläche mehrmals durchsteoben. Solche 
YcchMtniBse, die sehr wohl vorkommen können, eisoliweren inde«Mn 
nur den mathematischen Ausdruck, ändern aber an dem pbysi- 
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kaiischen Sinn der Uebericguug iiichtä. Das zweite OberÜäclien- 
integral lautet alao: 



d fp 
da 



und wir erbalten an Stelle toh Gloichiuig (88 b) die folgende: 



-///■ 



Hätten wir ein änderet» der 9 Glieder von S 0 zur Voiführung 
der partieileii latogn&m geif&U^ eo Uttten irir s. B. gefnnden: 



-II- 



d2l 



-JJU 



5 09 
021 

TT 



Im Granzeu kommt also durch die ünstetigkeitsiiüchc zu dem 
defimtiTtn Anadmek ^ 0 in Qleidiimg (34) folgendes Integral aber 
dieie FUche biun: 




r da> _ dtp _ dcp 

— 3^co8n« — STT- cos n « — 5^ cos 
L aa d2n * d2m 



+ 



[dcp _ d(f _ da> _"|* 



dw _ dw 



d2m 



02/ 



(34) 



XKe virtneUen YetrOflkiuigeii bedeuten debei eelbstferetiDdliolk 

lolcbe der Sprnngfliche aa der Stelle dÄ 

DieMsr neue Zuwad» der potentiellen Elnei^e muTs herstammen 
TOD einer Arbditsleistang äuiserer Kräfte, welche die Unatetigkeita- 

fläche angreifen und deren Intenait&t proportional dem angegriffenen 

Flftidienelemente ds tvl setzen ist. Dia Unstetigkeitsfläche liegt aber 
im Inneren deaBereicbefl» könnte also dnrcb Aulaere Keifte nnransder 
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Ferne her angegriffen werden, Femkräfite wiriren aber nur aaf träge 
Massen und der Ausweg einer Flächpnb«legung mit endlicher Masse 
wurde schon mehrmals vou uns zurückgewiesen. Man kann also 
keine äulseren Kräfte an der UnstotigkeitsUäche annehmen, folglich 
auch keine Arbeit bei der virtuellen Verrückung; das hinzugekom- 
mene Integral mufs also nothwendig Tersüh winden, was hei der 
WiUkOrlidikat der d tj, nur daan ntnffflik Jehu^ wenn ta jedar 
SteDe der FlBdie jede der dräi eoldgea Elammem einzeln i^eioh NvU 

ist. Denkt man an die Bedeutong der Zeichen ^ als Diffe- 

da 

reBMQ, so kann man den gamen Inhalt jeder der eckigen Elammem 

als eine Differenz hinstellen, die ein geviaser Aosdniek an beiden 
Setteoi dar Spmngalelle zeigt Die NnUsetsinig der enton Klaminftr 
loHiiii nuHB jmui §0 aehreibeni 



da>\ _ / dtp\ ^ I da \ 



02m 



ooai« B 0. 



Analog die beiden aoderm. Der Anadroek^ der Tontehend ftr beide 
Seiten der Spnmgflftaihe gebildet werden aoU, ist nun nichts anderes 
als (vergl. 36A)b Die beiden anderen Ausdrttokei «ebbe der 

zweiten und dritten Klammer entstammen, sind und Z^. Wir 
erhalten also die Bedingung, dafs die Gomponcnten der inneren 
Flächenkräfte nut lie UnstetigkeitÄfläche keinen Sprung erleiden 
dürfen, sondern dcu.selben Werth ergeben, gleichgültig, ob man tur 
die {—dipjda) etc. die Werthe au der einen oder au der 
anderen Seite einsetei Man kann die Bedingung folgendennafsen 
TftTaipaoliiiTiliidiffln • Denken inr ein Flft^ibfflriiwnfiiit d» im Taimw in 
des Bereiches von Ort zu Ort gefllhrt, so kann man Terfolgen, 
nie sieh die Flftohenkraft 2^ 7^2^ aaf dieaea da dabei rarindert Hau 
wird überall Stetigkeit finden; aulaer wenn man das Flftohenelement 
dnrdi die Spmngfläche führt; dort erfolgt die Veränderung im All* 
gemeinen sprungweise, doch bleibt auch hier die Stetigkeit gewahrt in 
dem einen besonderen Falle, dafs nämlich ds m solcher Lage durch 
die Sprungflache tritt, dafs es sich dabei mit der Fläche deckt, dafs 
also ihre Normale u dort zusammontallt mit n. Nocii eine andere 
Deutung kann man der Bedingung geben. Statt = 0 zu sotzen, wo 
4inks eine Differenz steht, kann man statt deren auch eine Summe 
aobreiben, wenn man im Snbtrabendna die Riobtang der Netmale 
anf der UnstetigkaitBffiUihe emtgegengeaetat wftblti daan exbSlt man 
^ + JLir-"0, analog 7r 4- r.ir ^ 4* • 0- Dabei be- 
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deaten Y die Flächenkrüfte, welc]:( der Bereich auf der 
Seite n seitens des anderen erfahrt, und F.,^ sind die, 
welche der Bereich auf der Seite (— ü) durch den festen Zusammen- 
hang mit dem heterogenen Bereich jenseits der Sprungfläche erfährt. 
DiMe btideii KM» mftowa M abo da« Gleiohgewitlit hatten, 
gans ebanto irie an irgend einar nv gedachtaa fikduuMflldiA im 
Lmeran homogHiw flabalBns. In dieser Fona anage^todien er- 
•oheint die Bedingung am anschanliohsten, denn wenn aa einer 
FlAehe änfsere Kräfte von fem her nicht angreifen können, ao 
müssen bei Erhaltung der Ruhe die von beiden Seiten dort an- 
greifenden, von der Deformation der beiden benachbarten Substanzen 
herrührenden Flächenkräft^' sich gegenseitig zerstören. Hinzugefügt 
mag noch die Bemerkung werden, dal8 überhaupt das einzige experi- 
mentell mögliche Mittel, um auf die freie Oberfläche eines Körpers 
FULchenkräfte von aufsen wirken zn lassen, darin besteht, dafs man 
diese Oberfl&che in ÜBsle^ innige BerBbrang mit anderen elastisdien 
HttlfikAxpem bringt, in denen man die aar Eneagang der ge- 
wOnediten Oberflitohentritfte geeigneten Deformationen herror- 
briagen mofs. 

Der Unstetigkeit der 9 Gröfsen X^... werden durch diese Be- 
dingungen für jede Stelle der Spmngfläche drei Beziehungen auf- 
erlegt, es kennen daher nicht alle 0 Siprünge beliebig sein, sondern 
durch U derselhen sind die übrigen bestimmt. Um ein Beispiel mit 
den aller einfachsten Bezeichnungen zu geben, wollen wir eine 
Stelle betrachten, wo die Grenzfläche zweier heterogener deformirter 
elastischer Medien eine Ebene senkrecht zur x-kxe bildet, dann 
fordert onsem Bedingung, dab die FÜcbenkrifte X^, Y^, stetig 
bleiben mttasen. Wegen der Gleiebangen (887) mttiaen daim anoh 
X^ nnd X^ stetig bleiben, nur 7^, ^ ard F, k5nnen in beiden 
Medien Terschieden sein. YeranschBolicht man sich die WuAnmg 
dieser Fliichenkräfte, so ist diese theoretisoihe Fordenmg auch ganz 
einleuchtend. Ein positives ist eine normale Druckkraft auf die 
Berührungsfläche, diese mufs von beiden Seiten her gleich stark 
sein, damit die Grenze nicht in der einen oder der anderen Rich- 
tung vor- oder zurückgedrängt werde. Bei negativem Werthe von X^ 
ist es eine Zugkraft, fhr welche genau das Gleiche gilt, so lange 
der Zusammenhang der beiden heterogenen Medien nicht durch 
Zeneifoen angehoben wud. Bis an dieser physikalisoh mOc^idiea 
and praktisch bftafigen LOsnng der Gldchgewiehtsfinge bAnnen vir 
indessen unsere üieorie nicht ansdebnen. fiSn posiliTes bedentei 
eine Sdinbkraft, veldie den Bereioh reditB in poBiti?er y-Bicbtoni^ 
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den Bereich links in nf^^ver y-Richtong schieben will Wegen 
des festhaftenden Zusammenhanges ist aber ein Gleiten längs der 
Grenzfläclie atisfre^rhlossen, der eine Bereich müfste vielmehr den 
anderen niitueLuitiu, und die Bnhe yerlangt, dafs beide Schubkräfte 
entgegengesetzt gleich, mithin F stetig ist. Das Gleiche gilt von 
Die Stetigkeit der Schubkräfte und A', au der Grenze ist noth> 
iraadig» diiutt Iseia nnttiraidM DNhung8in<»n«iLt du GleJcbgtwioht 
flMie. Dagegen kftimoii di« aonnal«!! Draokbille imd und 
die Sehobkrtlte 7,*= auf beideii Seiten dvrbhans Teveduedeii 
9em, ohne das Gleiohgewieht ra etSreB» man mnliB nur annehmeii, 
daÜs diese Kräfte bereits angebracht wurden und die ihnen ent- 
sprechenden Deformationen in jedem der heterogenen Körper erzeugt 
haben, ehe cUe innige Bertthnmg Iftage der auf 9 Bemkieohten £bene 
hergestellt wurde. 

§ 27. Gestalt der FuncUon 9. 

Alle TOranfslMiideB tJntenWinngen fther die ebuNiacfaen KAIIe 
grtodeten nch im Weeenflicfaen auf die BriHtewK der Fnnotiim ^ 
deren Banmintegnl 0 die potentieUe Energie der elaitieohen De- 
formation des Beteicbea dantellt» Beeondeie Annahmen über die 

Ghetalt dieser BHmction waren bisher nicht nöthig geworden; es g^ 
nfigte die Eigenschaft, dais sie in differenzirharer Weise Ton den 

6 Strain-Variabelen n, h, c, I, m, n abhängt. Jetzt wollen wir nun 
die analytische Fonn ilifser AbliÜngigkeit aufsuclicn und /war haupt- 
sächlich ftir dvu Ifcbieii Aggregatzustand. Feste Körper besitzen 
ohne Einwirkung fremder Kräfte eine natürliche Gestalt, welche 
dem stabilen Gleichgewicht der iuuereu Kräfte entspringt und daher 
ein alNMdntei Ifiaimiim der elaitiaelien Energie 0 zeigt 'Wir mkUen 
mm die Annahme hinEofllgen, dais jedes beliebige Siftofc des he- 
trachteten Men Eflcpers fta sieh aUain eben dieselbe natfirliohe 
Gestalt besitst» welche es auch in der natflrliohen Gestalt des gaasen 
Systems einnimmt Dann mnfs auch die potentielle Energie jedes 
einzelnen Theilohens, also (p ' dr, mithin die Function (p selbst ein 
>finimum in der natürlichen Gestalt sein, (Man kann Systeme fester 
}\ örper herstellen, der^n oin^elne Theil«^ in fi^r RTibolnr'o des Ganzen 
i^i oiseu Spannungen ausgesetzt sind und demeiiUprechend auch nicht 
in ihrer natürlichen Gestalt aber trotzdem ruliend fortbestehen, z. B. 
eine gespannte Armbrust oder eiue eiserne Bombe, gefüllt mit 
Wasser, welche man nm Gefriersn ahgekOUt hat eto. Bei solchen 
Systemen ist ftr die Bnhelage zwar 0 ein Minhnam, aber 9» nicht 
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Solche i? aüe wollen wir also zunächst ausschliefsen und uur von 
featen Körpern ohne innere fi^Monongen handeln.) 

IXe DelonnalieDai jneiMii wir ton äat nata ri tehen Oeetalt alt 
Anfangwnrtaiid am, das Mitiimmiri fon 9 tritl dann ein, irann alle 
6 Yanabel«!! g^oh Noll aind; die OiOiae dm IGniinalwflräieB kOnnen 
wir wegen der unbeBtimmten additifen Constante, mit welcher die 
potMitaelle Energie immer behaftet is^ g'^eioh Noll Mtoen. Dadurdi 
haben wir alle Angaben beisammen, die m einer expliciteu Dar- 
Btellong von ff nöthig sind, denn wegen des regulürep V» rinntes der 
Function kann mau eine Eeihtiueutwickelang Toruthmen, welche 
nach Potenzen tind Producten der Variabelen fortschreitet. Das 
conBtaute (ilied, mit welchem die Reihe anhebt, haben wir soeben 
wiUkftrlich gleich Noll gesetzt, die 6 linearen Glieder, welche dann 
folgen, mtaaen eiueln TenelnnndeD» weil 9 fin der Bnbelage ein 
Mimmwm sein aoU; alio ent die Glieder sweiten Grades tamtea auL 
Nach diesen ab«r kann man die Bathe abbteoheni da aJle hMieiea 
Grade bei der Kleinheit der DefbrmatioiiBdaten, auf welche unsere 
ganze Theorie gegründet ist, gegen den niedrigsten verschwinden. 
Mithin stellt sich <p als homogene Function zweiten Grades der 0 
Variabelen abolmn dar. Mne aolche Function besteht aus 
6x7 

— ^ H 21 Gliedem, 6 qnadratischeiL und 15, weldie I>oppelprodnote 

je zweier verschiedener Variabelen enthalten. Die Coefdcienten 
wollen wir der Uebersichtlichkeit halber durch den BnoiislabeD O m% 



angehfagten Indioes aasdrücken, dann lautet die Kntwickelung: 



Zur Charakteristik des elastischen Verhaltens einer festen Substanz 
in der Umgebung ihrer natürlichen Gestalt gehören also im aU- 
gemeinsten Falle 81 GrSAen, welche man die Eaasticitil»OoefficienteB 
nennt Biese mttasen von der Art der Delbcmalion nnabbiagig 
sein, sie sind nur bedingt durch die Stmctnr das Klltpers und 
freilich auch durch dessen Richtung gegen die Coordinataxen, auf 
welche sich die abolmn beziehen. Soweit die Structur homogen 
ist, also im ganzen Inneren eines einhettliohen Kiystallea oder einer 



+ C^» *» + 2 q . Ä c + 2 , 6 ^ + 2 C^. 6 « + 2 q , fen 

+ + 2 o,joi + 2 c.^«»+ 2 C,^»n 

+ öl,J* + 2CiJm+2q,*ii 




(iS) 
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regelm&firig geiraduenen Holsart, sjud diAM Oo^denten constaiit, 
m anderen Fallen könnw sie stetig von Ort sv Ort ihre Wexthe 
Indern, an der Grenze heterogener Substanzen irerden sie nnstetigi 

Die Stabilität dt Gleichgewichtes findet in Gleichung (43) noch 
nicht ihren Ausdruck. Dieser verlangt, daft die Function q> fllr 
alle möglichen Werthgruppen der VanRhelen positiv ist, nur dann 
ist ff in der Ruhelage absohites Miuiuium, in jedem anderen Falle, 
wo uegutive Werthe yon «jr> möglich sind, hat man einen Sattohvertli 
oder ein J^Iaximum, jedenlkllä also labiles Gleichgewicht der Substanz, 
welches bei der geringsten Deformation TöUig zerstört werden wttrde. 
Die Bedingungen^ welche dadurch iwiaohen die 21 Coefifidenten ge- 
faracht werden, würden sieh wohl dadurah finden lassen, dals nun die 
IVmcUon dnreh Unesre Snbstitntionen in eine Sonme Ten Quadraten 
Terwandelt und dann fordert, dalh die Coefficienten aller Quadrate 
^ 0 sein mftssen. Wir wollen indessen hierauf bei dieser allgemeinen 
BetrachtTing nicht eingehen : In den uns sptlter beschilftigenden ein- 
facheren Verhältnissen für isotrope Structuren, l)oi denen dio Zahl 
der EUasticitäts-Coefticienten auf zwei beschränkt ist, wird man die 
Bedingungen der Stabilität sehr leicht erkennen. 

Jetzt sollen noch die VerhältT is-i betra^^htet werden, in denen 
die Gestalt der Function ^ in Gleu:iiimg (43) nicht zutrifft Wir 
hatten dabei nämlich Torausgesagt, dafs die Substanz in ihrer natOr- 
lidien Qestslt ksine inneren Spannungen aafweisi Sohald diese 
Bedingong nidil eiftdlt ist, werden aaeh lineare Glieder: 

hinzutreten, deren Coefticienten nicht nur durch die Stnictur. sondern 
auch durch die Art dieser Spannungen bediugt sind. Die Deformations- 
saUen a bis welche ton der Bnhelage des ganasn Systems ans 
gemsssen sind, stellen dann nicht den gaoxen Strain dar, sondern 
mr den hinankonunenden TheiL Kennt man aber dm beim Qkioli- 
gewicht des £fystenis an den dnsehiem StsUen bereits herrschenden 
Strain, dessen Daten durch b^, c^, w^i % bezeichnet seien, so 
kann man mit Hülfe der Qleichung (43) diese Coefhcienten der 
linearen Glieder finden: man hranrht nämlich dort an Stelle der 
Tariahelen nur die totalen Werthe der Straindatt-n einzuführen, 
welche sich wegen der ungestörten Superposition kleiner Verrückangen 
als die Summen + a, h.^ + b, . . ., + n angel)en lassen. Wir 
wollen auf diese Weise nur als Beispiel den Ooefhcieuteu 0^ er- 
nuttsln, nnd bilden sn diesem Zwwdte aiHs Glieder des Ans- 
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drucke» (43), welche dort a enthalten, also dessen erste Zeile, äie 
lautet nun: 

. K + «)• + 2 C.» («(9 +«)(*•+*) + ....+ 2 C„ + a) K + n) . 

Führt man die Multiplicatioaen au£^ so erhält man zunächst (iUeder 

V + 2 + + 2 <?«•«» 

Diese liefern einen Theil des Warthes Ton ff in der AufangBlage. 
wenn ^ iiu spuuü imgslosen Zustand gluich Null gesetzt wird. Setzt 
man aW q> ffkr den Bnhezustand d^ ganzen Sjrstems wiÜtalriieh 
l^dch Noll, 80 sind di«m GUadar sn der additir» Gonataato in 
fn> lie Tanichtet werd«i. Dann folgen 6 CHieder» wekbe 
nur die ezBle Poteni von a fthzen{ diese liefim 

2 * {C?„fli, + C.» • 4^ + . . . . + C^%\ • «. (44) 

Der in geschweifte Klammer gesetzte Ausdruck ist der gesuchte 
Ooefiunent dee «reten UneaNn €Miedea. Mu aieliti dab dieeer 
nicht alleiin dnxoh die SSaatidttteooelftdenten, sondem anch dnnh 
den Strain in der JBnhelaie des Garnen bedingt iit Die dann noeb 
folgenden Glieder 

2 0^,-0^6 + 2 C^^a^c + . . . . + 2 C,,a,n 

bilden Theile der linearen Goe£ficienten C^, .... (7,, welche mt 
ebenso finden kimnen, wie C^. SchliefiBÜch Irnrnman dann noch • 
6 Glieder zweiten Grades: 

C„„o* + 2(7,jaft + 2<7.,««+ .... +2C^a«, 

welche formal identisch sind mit denen, die auch die (^leirlning (43) 
ffthrt. Ob n)an letztere gegen die linearen Glieder v -i i Ijlaasigeü 
darf, ist im einzolneu Falle zu i)rüfon. Erlaubt wird dies sein, 
weuu die hinzutretende Deformatioa ab cl m n klein ist gegen 
die in der natürlichen Buhelage bereits herrschende Ddatmation 

g 2a Die FuncUon <p lUr Flttaalgkeiten. 

Die Function 9 hat nidit nnr ftr den festen» eondem ancfa ftr 

die beiden flüssigen Aggregatzustände Bedeutung, nimmt dann aber 
anlserordenüich viel eiafooheie Gestalten an. Die tropfbaren FUUng- 
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leisten keinen elastischen Wideretand gegen Verachiebongen 

der Schicliteu, sie besitzen, wenn man von Capillarkräften absieht, 
keine natürlicbp Form, wohl aber ein natürliches Volumen, gegen 
dessen Veränderung bie uicht viel schwächer reagii'eu, als die festen 
Körper, weshalb man sie auch, mäfsigen uulseren Kräften gegen- 
über, häutig als incompressibel betrachten daril Die positive oder 
Bittre Vohiiwiaatitka bei itgaid «iiMr IMotmtASm M mm umsIi 
Qlcidrang (18c) auf Seite 89 bestimmt üsaNÜLt 

dieee Summe der enten drei DefiMmatioiiBdAteii mvb aleo die ein* 
»ige in ^ voilDommende Vanaibele eeiuj l, m, n düzfian llbeibai^t 
niolit eingehen, läxa eckennt letoht» dafo die aUgemeiBe Fonn (43) 
dieee Bedingung nnr erfüllt, wenn alle die 15 Coef&cienten, welche 
l, m, n fthien, emzeln verschwinden, während die sechs ttbngen» 
welche nnr a, h, c fßhrcn, einen gemeinsamen Werth haben, den 
wir in Uebereinstimmung mit einer ittor benntsten Bezeichnung 
schreiben. Dann nimmt ^ die Gestalt an: 



+ 0» ) 



Ist der Anfangszustand, von welchem aus die Volumveränderangen 
der Flüssigkeiten gemessen werden, nicht der natürliche, sondern 
besitzt er ein durch Druck oder Zugkräfte bereits verändertes Vo- 
lumen, so wird zu (p wieder noch ein lineares Glied C„ • (o treten, 
dessen Coefficienten man berechnen kanni wenn man die Dilatation 
des enwnngenen Anfiagsrolnmens gegenüber dem natttiidhen Vo- 
lomen kennt • Et ist dann, wie Torfaer^ 

SU setsen. Das Glied ^Hm^* ksnn dmroh den inllkllriiohen Ad- 
dendns sum VerBdiwinden gebtadit werden, das lineen GHed bedtit 
den Coeffioienten 

a^S*»^* (45a) 

Der Elasticitätscoefhcieni M mufs uoth wendig positiv sein, denn (f 
in Oleichnng (45) mnik we^en der Stabilitli des natttrliohen Gleiob- 
gewidites den Uinimalwertli Nnll besitien, also stets positt? sein. 
Der lineare (3oefficient dagegen wird in den meislen praktisch 



-Digitized*by Google 



96 



ZWEITER THEEL. 



ZQögiicheu Fiill»'n negativ, weil ca^ negativ ist, wenu die Flüssigkeit 
unter (positivem) Druck stellt. Flüssigkciteu unter negativen Druck 
zu bringen, wobei sie über ihr naturUcbes Volumen gedehnt werden 
mlls&en, gelingt gewObdidi nich^ dam aobald nuui den Druck unter 
eÜMn gttwiasen, in allen flUen noch ponttven Betrag herabgeaetst 
hat, bildet Bich eine dampfßimiige Fhaae neben der flftaaigen vnd 
es gelingt dann niemals, den Dmck weiter an Temundem oder gar 
ihn in negaHven Druck übergehen zu lassen. Diese sogenannte 
„Dampfspannung", welche für jede Flüssigkeit ihre eigenen Werthe 
hat und mit steigender Temperatur in beHtimmter Weise ''nniuiTur. 
ist also geiiH^i'ihiTi der geringste Druck, unter den mau eine Flüssig- 
keit versetzt-ii kann. Für Wasser beträgt er l)ei Zimmertemperator 
nm- etwa den fünfzigsten Theü des gewöhnlichen Atmosphären- 
drucke^ fUr concentrirte Schwefelsäure und für Quecksilber ist er 
so anberocdentiioh Uein» dab man ihn selbst bei recht empfindUdien 
Ifiessungw direct i^mch NuH setaen und dementsprechend die g^s- 
filnnige Phase als abeolnt leer von DampC als ToUkontmeoM Yaouum 
betrachten dar! In der Toricelli'sefaen BarometscrOhre siebt man 
ein solches Vacnum. 

Nun ist zu bemerken, dafs dem Entstehen der ersten Spur der 
gasformigen Phase ein gewisser Widerstand begegnet, indem die Co- 
häsion der Flüssigkeit an einer Stelle zerrissen werden muis; auch 
Iftfst sich denken, dafs in dem ersten selii f lc'nen Dampfbläschen 
wegen der Capili&rspannung dor sehr stark gelvriimmten Hü^aigeu 
Uoihfilluiig ein höherer Druck als in den übrigen Theilen herrschen 
waik, was ebenfidls den Beginn der Dampfbfldung ersohiract oder 
gar whinderi Durch kleine Beimengungen leicht Teigaebarer Stodfo, 
namentlich der gewOhnüch stets voihandenen eingesehlossenen Luft» 
wird die Trennung wesentlich erleichtert oder überhaupt erst ermög> 
licht Sorgt man aber peinhch für luftfreie Flüssigkeiten und Ge- 
flifse, so kann man thatsächlich das Entstehen der Damiifpliase resp. 
des Vacuuins verhindern und Flüssigkeiten unter noch niedrigere, 
ja sogar uegatire Drucke stellen. Ein derartiges Exppriment läfst 
sich mit Quecksilber anstellen in einer etwa 1 Meter langen, am 
oü'eueu Ende durch eiueu Hahn verschliefsbareu Baroiueterröhre. Füllt 
man diea^ stellt sie auf und öffiiet den Hahn unter Quecksilber in 
einer Wanne, so bildet sieb das bekannte TOricelli'sche Yaonum. 
Schlieft man dann den Hahn, so kann man die Bohre in beliebigo 
Lagen bringen und so mit diesem Vaounm das Qoecksinier und die 
Glaswandungen gewissermafsen ausspülen; die ü1*erall Tertheiiten 
Luflapuien lOssn sieh dabei in dem Vaouum au£ Oeffiiet man dann 
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wieder unter Qnecknlber den Hahn nnd neigt die Bölire, so Ter- 
aohwindet das Vacnum bis auf eine kleine Blase, welche die ana- 
gewaschene Luft enthftlft. Diese kann inati durch den Hahn hin- 
durch aastreten lassen und die beschriebene Beihe von Hantirangen 
mehrmals wiederholen. Das VactiTim wird immer vollkommener, die 
übri^^ bleibende Luftblase immer kleiner, schliefslich kann man durcli 
m&fsiges Erwärmen der Eölire die Austreibung der letzten Luttspureu 
noeh nnt^rstfltzen. Der allerletzte Rest wird wohl von der Flüssigkeit 
abäorbirt und sehr fest gehalten, so daTs sclilielslich au keiuer Stelle 
der Zosanunenheng zwischen dem Queckailber in sieh und mit der 
Glemnd itnierbrodhen iet Macht man dann den Torioe]]i*8chen 
Vennch noch einmal, ao bildet tieb kein Vaennm mehr. Da die 
Bohre 1 Meter hooh iat» wlhrend der ftoAere Loftdrack sie nnr faiB 
an einer Höhe von etwa 76 cm tragen kann, 80 folgt, dalil das 
oberste Viertel des Quecksilbers nun nnter einem Drucke unter 
Null, abo nnter einem Zuge steht Man kann sogar noch den 
anfseren Dnick Ton dem offenen Ende der R5hre durch eine Luft- 
pumpe wegnehmen, ohne dafs die Quecksilberkuppe vom Glase los- 
reiXst oder im Inneren die Trennung beginnt, obwohl nun ein nega- 
tiver Druck von mehr als einer Atmosphäre dort herrscht. Dieser 
Versuch lehrt also, dal's auch eine Flüssigkeit Zugkräften wider- 
stehen kann, so dab in dieser Hinsicht kein priucipieller Unterschied 
ziriachen ihr nnd den festen KOipem besteht Nnr sind die Be- 
dingungen so schwer hemstenen, dafo man diese Eigenschaft, die 
Odiftsioni nur in Aiwiff aVo ^'Wliffli beobachten kmffT 

Bei den gasfilzmigen EOrpem endlich ist es ftberhanpt nicht 
mös^ch, 9 Ton dnem nat&rlichen Volnmen als An&ngsarostand aus 

zu messen, denn Gase zerstreuen sich, ohne Wirkung zusammen^ 
haltender Kräfte, durch den ganaen Baum ohne Grenze und können 
nur durch positiven Drack auf einem bestimmten Volumen in Ruhe 

gehalten werden. Dies gilt wenigstens fllr irdische Verhältnisse. 
Bei kosmischen Gasmassen bildet die Grayitiitif>n die zusammen- 
haltende Kraft, doch erzeugen auch dort die peripheren Schichten 
einen lastenden Druck aut die inneren. Ein Minimum von <f kann 
also bei Gasen nicht erreicht werden, die potentielle Energie sinkt 
mit zunehmendw Verdlinnung immer weiter. Hat man einen be- 
stimmten An&ngssttstand nnter emem gewissen Drucke festgesetat 
nnd bestimmt willkQrlidi ftr diesen 9> « 0, so ist filr Ideine Defor- 
mationen nnr das lineare Glied 



ff = C„ • (a + 6 + o) » (4, • «> 



(46) 



E. HBJtBOLXz, Theont. Fhjifk. Bd. IL 
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mafsgebend. Der Co* itifjVnt €„, welcher nothwendig negativ seiu 
moTs, da «jr bei Compre.-HSioü steijrt, ist an a])S(ilutem Werthe nichts 
anderes, als der Druck, unter deui diis Gas gehaiten wird. Am eiu- 
fieuüisten sieht man dies ein, wenn man die Gleichungen (39) henm- 
lishi Der I>nudc p ist almUcli dar gamwiMMiine Werth, webdiea 



bei (Binem remen Vduaiatnln die Flftchenkrifte X^, aa- 

nelmieu, also 2> a« — oder = ä?- oder a= — 



da db de 

Nactk 01eichiiiig (46) also 

i»--!!---^- (46») 

Dasselbe würde man finden, wenn man bedenkt, da& 0 gleich der 
Arlieit seiu muis, welche bei einer kleinen Volumverändemng der 
unter dem Drucke p stehenden Gasmaske geleistet werden muIs. Be> 
trägt nämlich das Volumen des Gases V, so ist: 0 = f f /q:, dr = tp -V, 
Veiftnderk nun das Yolamen um den Betrag SV, w koetet das von 
anfsen die Arbdt p'{— S V), positiT bei Compiession, negetiT bei 
Dehnimg, das Eaecgiepriiioip ▼erlangt also 

^ • K = • (— 3 V) 

oder 9^ —P'-^y-' 

Der Quotient SV/V ist nun niuer <u (vergL ä. 88, Gleichung (18), 
also mufs C«, = — p sein. 

Uebrigens wollen wir die Elasticität der (Hse hier nicht näher 
reiCDlgen; ee ist das dn Gspite], neidkea nur nnter BerllclBnohtigung 
der WftrmeerBcheinongen behandelt werden kann. 



§ 29. Toralnfft^iing Y<m ip ICtar Üsste K5iper beim Auftreton 

▼on Stractiu>-STnim«trton. 

Wir wenden ans nun wieder zurfiok zum festen Aggregatzustande 

und zwar zu homogenen Körpern, welche eine spannunglose natür- 
liche Gestalt besitzen, also zu dem ursprünglichen \t!>sdruck (jr in 
Gleichung (43) mit 21 Elasticitätscoefficienten. Wir wollen jetzt 
annehmen, dafs die Structur gewisse Eegclmäfsigkeiten besitzt, welche 
sich darin äufseru, dafä der Körper in Terschiedenen Richtungen 
gleiche Eigenschaften besitzt Die bescheidenste Forderung, die wir 
in dieser Absidit an die Stroetor stellen kOnnen, ist Symmetrie 
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sa beiden Seiten einer bestimmten Ebene, woraus felgt, dhia cUar 
Körper in den beiden entgegengesetzten Richtungen normal zu 
dieser Kbenr i^lniches elastisches Verhalten zeigt. Was hiermit im 
Besonderen gemeint ist, wird gleich deutlicher werden. Wir wollen 
diese Sjonmetrie nicht für den allgemeinen Fall einer willkürlichen 
Richtung betrachten, sondern wollen sogleich noch die zweilt Ver- 
«iiifanlimig MnsQnehmen, daüs das Ck>ordinatensjatem so gelegt sei, 
dab dne seiner Grandebenen, beiipielBwelBe die 0/,^)- Ebene, die 
Sjyinmelrieebene tngiebi Denken mt einen Bereieh ün Inneren 
dM Elkfpers eine belielnge Defonnalion erfheiU» so mOssen in dem 
Zwecihe im Allgemeinen btttimmte Intee Erftfte engetlraigt werden, 
deren Beschleunigungscomponenten wir schon froher mit X, Y, Z 
bezeichneten, und deren Beträge durch die Gleichungen (40) (Seile 77) 
oder die damit gleichhedeut^mdeii Gleichungen (3G) angegeben werden. 
Denken wir ein zweites Mal dem Bereich eine andere Dofnrniation 
ertheilt, welche sich von der ersteren nur dadurch unterscheidet, 
(lafs alle Abmessungen und Verrfickungscomponenten senkrecht zur 
x)-Ebene entgegengesetzte Bichtung haheu, während in tangentialer 
Hichtnng alles uugeäudert bleibt Diese zweite Deformation gleicht 
dse dem Spiegelbflde der ersten (Spiegel ist die (^, .7) -Ebene). Die 
Ferdemog der Straetar^^ymmetiie ist nun die, dafo die ftnberen 
SiSfte, welehe diese sweite Defonnation anfredit baiton, in der 
^Bifliitiuig entgegengeselst gleiche^ in den tangentialen Bichtmigen 
aber xisTerandert die (^teioben Componenten aufweisen müssen. (Man 
kannte die Fordemng ebenso gut umgekehrt ausdrüdBen: Wenn 
man die X-Componente der äufseren Kraft umdreht^ so soll die 
Deformation dadurch in ihr Spiegelbild übergehen; wir wollen aber 
bei der ersteren Fassung stehen bleiben.) 

üm die mathematischen Folgerungen dieser Annahm > i finden, 
haben wir in den Ausdrücken für die Kraftcomponenten alle Ab- 
messungen in der a>Richtung, das sind die Differentiale d| und da:, im 
Vorseicben nmzadreben. Wie Tertadeni mtk dabei nrnftebst die 6 De« 

foimationsdaten? Die erste Variabele ^""^ bleibt ungeaudert^ 

da Zahler nnd Nenner gleiRbmUring das YoneidieD weebsebi» die 
nreite bia lierto: 



^"Wi' ^'"^ + 51 

bleiben ebenfalls umgeändert, weil in ihnen überhaupt keine «-Ab- 
messungen Torkommen, dagegen werden die beiden letzten 
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in den entgegeugeseUten Werth verwandelt, weü die beiden Sum- 
manden, aus denen sie besteUeUi nur im Zähler oder nur im 
Nomiar öx ftIhrsiL 

Wir bilden zunächst aus dem Werthe von 90 in Gleichung (43) 
deBMn n^ÜTe DiilereiitialquotiaiiteQ mmIi dea 0 Variabtthi: 



de ' 

d(f> 

dtp 

^ X - 
d2n M 



mm — 2{ C*jjÄ + C^b + CjjC -f- C^Wt4' Q,,** 

r^=, _ I C^a + + C^o + 4- C^w» + C^» 



(47) 



Aus diesen Angaben sind die änfseren Kräfte herimleiten mittels 
der C-rleichungen (40), welche der bei^uemeren Uebei^icht wegeu hier 
wiederholt werden: 



(40) 



Wenn irir nun den Zdcbenwediael TomehsMa iraUen, ao mflaien 
wir erstens auf den rechten Seiten der 6 Gldchnngen (47) die beiden 
leteten Glieder, welehe die Fketomn m oder n enthalten, ine Nega- 
tive umkell ren, zweitens aber müssen wir in den 3 Gleichungen (40) 

die ersten Glieder rechts, wegen der im Nenner stehenden dx, um- 
kehreu, wodurch in den Zählern X , y , Z die ron w und n her- 
rührenden Zeichenwechsel wieder aufgehoben wenU 11. (relit man 
nun nach diraen Angaben sämmtliche Glieder durch, so hndet man 
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Regeln, die tioh am flberriolitliGlisten in folgende Tabelto »uammai- 





Es bleib*^ii mu'prS ridfrt die 
Glieder mit lii'n (Jin-ttirnMiten 


Es wechf-elti Vonseichen die 
Glieder mit den Coemcienten 




c c 

am an 

au hn cTi m 

öl ö C-i 

an cfü cm. m 


^aa ^'oJ. ^'«i 

(7 C 

fmt nn 

1 ' 1 ' 


In f»r 


^06 ^6* ^te 
^Ot ^ ^11 




^« ^ 




In fikZ 


^«t ^ ^« 

CL. 


0 c 

em Ol 





Die Goeffidenton und in den einiekien FMiem leilenweise in 
der Belhenfolge «u^eAhrt» vie man ei« findeti wenn man raniidiBt 
die Amndnung der Glieder reohto in den 8 Gleielinngen (40) befolg^ 
ferner and lie oolonnenweise so geordnet, wie sie rechts in den 

G Gleichungen (47) vorkommen* Man findet deshalb in allen Fächern 
einige Goeffioionten doppelt angefthrk, waa otme weitere Beden- 
tnng ist. 

Nun stf^llen wir fli*^ Forderungen der Symmetrie am die 
Ebene. Die Ka-altcompoueute ft X soll beim Zeichenwechsel in den 
entgegenjjesetzt gleichen Werth übergehen; das ist nur dann mög- 
lich, wenn uile Coefäüienteu m dem obersten linken Fach gleich 
KqU sind; denn dieae ftthren GUederi irelAhe ihr Zeiehen nicht 
weohsefai. Die Oomponentai ^ 7 und f^Z dagegen sollen durah den 
Zfiiohenweohsel nicht betfo&n werden; das ist nur dann mOgiidi, 
wenn alle Coe(fioienton im mittelsten nnd nntersten rediten Fach 
gleich Null sind; denn diese führen Glieder, welche ihr Zeichen 
umkehren. Diese drei Fächer, deren Inhalt gleich Null gefordert 
wird, sind in vorstehender Tabelle schwarz umrahmt; vergleicht 
man deren sich deckenden eingeschlossenen Bestand, so erkennt 
nijui: dafs bei Erfüllung dieser Symmeti-ieforderung 8 von den 
Coefhcienten ausscheiden, nämlich diejemgen, welche als Index 
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entw^er m oder n ein&eh fttbreiL Die ducli ne eingef&lirteii 
Glieder in der Fanotion q> (Gleidniiig (48)) stehen nehts oben in 
folgender Anordnnng: 

Dies sind zu^^ch die Glieder, welche die Variabelen m oder n 
in enter Potem ftthren, Miiwfih1iftMi«h des ProdackeB m * niao 
alle jene Glieder von ijp^ weldie bei einer ^Leidiieitigen ümkehr von 
m md n ihr Zeichen ireeheela. Wir eikeiinen deo am Sehlneee 
dieeer Betnwdvtang, dafii irir anf die Kittfte JT, fiT, fkZ eelbet 
nicht hftttoi einzugehen brauchen, sondern einfach als Bediagang 
für Symmetarie um die (y|«)-£bene hätten forden d&rfanf da£a die 
Function rp durch Umkehning der Vorzeichen von m nnd n nioht 
in üirem Warthe verändert wird. 

Dies werden wir uns nun zu Nut/e maclien, wenn wir lorderD, 
(lafs jetzt eine andere der Cooi ilin itebenen, niimlicl) die i rj-Ebene 
Öymiueuieebeue der 8ti*uctur «fiu »oli. Wir lutben dann die Vor- 
zeichen Ton dri nnd dy umzukehren; Ton den 6 Variabelen gehen 

dabei mnr 2f»-|| + ^^ und 2<-|^ + §^ in ihr Qegentheü 

ftbev» wSbrend 4S| Cp m uneidbideirt Ueibtti* Dieee SiruoluiHjui- 
metrie verlangt alao, dafr in ip alle Glieder veindnrinden, ireldhe 

n und / in ei^ter Potenz führen, anber dem Gliede mit n ■ !, welchea 
unTer&ndert bleibt Die Coefficienten, welche jetzt gleich Null gesetzt 
werden müssen, stellen sich entaprechend dem Bilde der Gleiohong (48) 
f olgendennalAen : 



fiei Jeder der beeprocbenea beiden Symmetrien Terlieren wir 
8 Ooeffidenten. Beateben aber beide Arten Toa Symmetrie neben 
einander, so verschwinden nioht etwa doppelt so viele Coefficienten, 
denn der Vergleich beider Gruppen zeigt, dafs 4 derselben, O^C^O^ 
und durch jede von beiden vernichtet wird. Im Ganzen Ter> 
schwinden dann also nur 12 Coefäcienten. 
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Nnn soll die letzte der Coordiuatebenen, die (r-, t/)-EIbene, als 
Symmetrieebene Toransgesetzt werden; ^ ^ nnd ö x sind umzukehren, 
von den 6 ^ariabelen wechseln / und m ihr Vorzeichen, a, b, (x, n 
bleiben onTeränderi Soll dabei (p ungeändert bleiben, so m&ssen 
die Glkdtr adt Uneafem I md m ante dem Oüedo aiit hm veiw 
solnrindflii, daa trifil die 8 Ooefficieiiten: 

• 

• • O^' 

"Wollen wir nun, um die Structur unseres Kiirpers immer regel- 
mäßiger zu gestalten, diese dritte ^Symmetrie den beiden vorher- 
gehenden noch hinzufügen, so linden wir, daiia alle 8 Coefticienteu, 
die hier n beeeitigeii sind, beveitB doroih die enfce oder dmeli die 
Bweiie j^jinmetrie beaeitigt aand, dab aLw die himatretenden Be> 
dingnngen bereits befriedigt Bind. Man kann dieses Beanllat sn- 
aaaunenfiwsen in dem ÄMmqfmtkt j^Wenn eine Stnicter ^jnunetriach 
ist za zwei auf einander senkrechten Ebenen, so ist sie andi an der 
dritten auf beiden senkrecbten Ebenen symmetriadh." 

Wenn alle drei Goordinatebenen Symmetrieebenen der Structur 
sind, vereinfiusht sieh mitfain ^ anf folgenden Aosdniek mit 9 Co- 
effidenten: 

+ + + t?.,»»' + C..»' . (48) 

Dieoen Grad Ton Begelmftftagkeit eneieihen, ohne ihn zn Uber' 
sehniten, s. B. die Xiyatalle des dumilnaGhen fi^ratems, wenn man 
die Coordinatazen mit den drei auf einander senkrechten ungleichen 
Eijstallaxen zur Deckung bringt Ein recht anschauliches Beispid 
solcher Structur ist nahem auch ein nicht zu umfangreiches Stück 
Holz aus dem Stjtmme eines möglichst dicken und dabei regelm?lfsig 
gewachsenen n.iuiiM'«^. Da tindet man Structursymmetrie erstens 
Jiach beiden eutgegengesf^ztHn Faserrichtungen, so dais also die 
Ebene, in der man das Hui/ quer zu durchsägen pflegt, Symmetrie- 
ebene ist. Zweiteue» aber geben die J ahreäschichteu (regelniülsigeä 
Wachsthnm Toraiisgesetzt) die Biehtmig einer darauf eenkreohten 
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Sjmnietrie. Endlich ist auch die dritte Ebene, welche parallel den 
Fasen, aber aenkradit m den JahreMiDcliteii Hegt» eine Qjmunelrie» 
ebena In jeder dieser drei dorch Symmetrie bevonngten Bichtangen 
sind aber die elastiaohen Eigenschaften des Hokstackes eifaebEefa 
fewobiedene. 

"Ma-n kann nun in der Verein&chung der Structur fortfahren, 
tiTid fordern, zwei der Symmetrien sollen gleich werthig sein, d. h. der 
Körper soll nach den vier auf einander senkrechten Richtungen 
eines Coorfünatenkroiizcs gloiches Verhalten zeigen. Mathematisch 
kanu mau diese Forderung iu dem Ausdruck (4S) dadurcli anbnngeu, 
dals man die Bezeichnung zweier der Axeu vertauscht und fordert, 
dafs sich der Werth von (/ dadurch nicht ändere. Als diese Axeu 
wählen wir zuerst die ^-Axe imd die «-Axe, dann muls man d tj mit 
de verlansehen und dp taü 6%, Dadorch geht fr in e über und 
e in ft, femer m in » nnd » in m. Bei diesem ümtanseh bleibt 
nber <p nur dann ttngdftndert» wenn 



ist; es werden also hierdnnli zwar kdne Ooeffidenten gleieh Noll 
geselaty aber man veiliert dnioh diese Gleichnngsn die VeriHping 
Uber 3 Ooeffidenton. Hätten wir die «- nnd «-Aze «osgewihlt, so 

müfsten wir c mit a Tertanschen nnd % mit /, die Forderung der 
gleichwerthigan fi|ynimetrie nm die £benen normnl an % nnd % wfixde 
dann geben: 

«ad C7„-q,.. (4»^ 

SoUen endlieh beide FOfdenmgen nebeneinander erfliUt sein, so ?er< 
liert man die Vedügnng Aber 6 Goeffidenten gem&b den 8 Doypel- 
gUidinngen 



(49) 



In diesem Falle ist natürlich auch das letzte Paar von Symmetrien, 
die um die jy-kxa uud die »/-Axe, gleichwerthig, denn die dadurch 
entstshenden Fordemngen 

<?„-Ci., imd (49 J 

sind bereits im Yorstehenden mit erf&Ilt 

Fttr Substanzen mit drd anf einander senkrechten, glddiwerthigeB 
StmcLumyrnmetrien behUt man also bei richtiger Lage des Coordi- 
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natensystems nur 3 ElasticitätscoefHcienten. Nenuen wir die gemein- 
samen Werthe der in der ersteu, zweiten, dritten Zeile der Gleichune:en 
(49) stehenden Coefficieuteu der Reihe nach Ii, C, so uimmt 9p 
ftr soldie S lf u c iiifBu die folgende Form an: 

9 = Ä{a* + 6' + + 2B{be + «a + ab) + + 1»» + n% (60) 

Besepiele solcher Stractoren sind alle Krfstalle dee mgnliven 

Systems, beispielsweise SteinMdz. 

Ee liefsen sich noch manche andere ZasammenBetzungen von 
Symmetrien betrachten, z. B. solche normal zn schiefwinklig ge> 
ricbtetoT» Axeii Den wichtigsten Fsll dieser Art bilden wohl die 
h.lut!!' vorkommenden Krystalle dt- lifTJiponBlen System« /Qiiar7, 
Kalkspatli); diese besitzen eine auHgezeiclmete Symmetneebene 
normal auf der Lüngsaxe und drei gleicbwerthisrH Ebenen normal 
zu drei dagegen senkrechten unter gleichen VS mküiu von ^ij'd gegen 
eiimiidftr geneigton Qneraxen. Eb ttftt aicb lU)rigen8 darch Be- 
rechnung «eigen, dnCi dahei nicht nur mn diese dxd besondefen 
Ebenen, aoodeni um alle heliehigen diurah die s-Axe gelegten Ebenen 
glflidkweirtihige 8|ynimetrien bestehen, so dalb die 8 Queraxen fllr 
das elasttBche Verhalten keine berorzogten Bichtnnc^ mehr an- 
laigen, wenn sie auch im Bau ' der hexagonalen Krystalle deuthch 
zu erkennen sind. Die Function <p hat (ür diese die gleiche Q^stalt, 
wie für Körper, deren Stnictur rund hemm um die bevorzuErtp r- Axp 
gleichförmig ist, also wie für üezosrene "Drähte oder ringsherum 
gleiclimillsig gehämmerte nmde Stäbe. Aub der Gieichung (48) kann 
man (f für diese Fälle bilden, wenn man anfser den B Gleichungen 
{i^J, welche ja nothweudig eifüllt sein müssen, noch eine vierte 

2C4*-2(4,-q, (61) 

hinnmimmt, vodmdi die Zahl der nnabhSugigen TOaitticitHtaciHifli» 
denten solcher Kfiiper sich anf ftnf stellt Anf den Beweis dieser 
Behanptung soll hier nicht eingegangen werden. Wir wollen ans 
vielmehr sogleich dem einfikehsten nnd wichtigsten Stmctn r geflige 
anwenden. 

§ 80. Isotrope Körper. Ezcurs Uber gewisse mvarlanteiL 

Man nennt eine Substanz isotrop, wenn sie nach allen Richtungen 
die gleichen Eigenschaften zeigt Uns iuteressiren liier die ela6ti&chen 
Eigensdiaften; es sei aber i^eich hinzugefügt, dab mit äst elasttscfaen 
Isotropie erfahrongsgem&lk stets anch Terbnnden ist eine solche fOr 
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das optische, elektrische und thermische Verhalten; solche Körper 
pflanzen das T/icht in allen Richtungen gleich schnell fort nnd leiten 
den galvanisclien und den Wünnp''tr( ni in allen Richtungen mit 
gleicher Fähigkeit. Dieser Erfahrungssatz gilt aher nicht umgekehrt; 
man k5nnt*i z. B. die regulären Krystallo optiaeli-isotrop nennen, in 
ttlüätiöcher Beziehaug aber nicht. Gewöhulich uuu bezeichnet man 
nar aolche EOiper als tootrop, in wfikhai ftbolirapt k«Eiie «ffitav 
mdiiedeiiflii oder bevorzugten fitchtongeii sn entdeoken Sud, mmsai' 
lieh ako anch keine geordnete EiTatalHaation. Die amoiphen 
Eftrper im ■paanniigBloaen Zoataade z. B. soigftltig bereitele GUaar 
sind isotrop, aber auch ungeordnete wirre Gtemeoge kleinster krystalli- 
nischer Theilchen, wii wir aie in Tielen gegossenen Metallen aach 
in Gesteinarten, z. B. Marmor Tor Tina eehen, könnoi meist un- 
bedenklich als isotrop gelten. 

Ftlr solche Substanzen wollen wir nun die Gestalt der Function (f 
suchen. Die drei Coordinatebeueu müssen, wie sie auch liegen 
mögen, drei gleichwerthige Symmetrieebenen sein, weil überhaupt 
uach alleu Bidituugeu gleichwerthige Symmetrie herrschen muJk 
Man ist also von vwnlisrein doher, daft g> sieb der Form einordnea 
wird| irelcbe wir in GIeüshung (50) Imden. Damals war aber die 
einftobe Gostslt mit mir 8 Ooefficienten an die Bedingang geknflp^ 
dab die Coordinaiaxen mit ätnk drei IGbuiptszen des regattren 
ErystaUes aosammenfialen, w8brend bei anders oiientirtem Coordinatea- 
STstem ein oompHeirterer aaal^cher Ansdraek fUr (p zu erwarten 
war, den wir nicht aufgesucht haben. Jetzt wird die weitere 
Fordf^nui«? hiüx'i-'Hfügt, dafe der Ausdruck (p von der Richtung der 
fooniiiiHten giinzhch nnahhüngig sein soll, das heifst also, w^nu 
man eine ganz beliebige l'nOmug des Axensystems ausgeführt denkt, 
dals nach der Substitutiv der neuen Coordinataljmessungen oder 
vielmehr der auf diese gegründeten neuen Ausdrücke der 6 Defor- 
matioiMdaten a bis » das analytische ^d der Fnnolion and die 
Wezthe der 8 CSoeffidenten nnvwftad^ Uaiben. 

Soleho Zosammensteilangea von GrOlkea, die awar auf die Ab* 
messangen eines bestimmten AxensTstems gegründet^ also etwa ans 
Componenten gerichteter Strecken aoeh ans deren Differentialquo- 
tienten nach den Coordinatrichtungen zusammengesetat sind« die 
aber die Eigenschaft haben, ihre Form nicht zu ändern, wenn man 
das CoordiTiatensTstem dreht, nennt man Invarianten für ortho- 
gonale Substitutionen. Orthogonale Substitutionen sollen die- 
jenigen homogenen linearen Substitutionen sein, durch welche die 
Abmessungen eines orthogonalen Coordinatensystems aul* die eines 
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andaran orthogonalen aber irgendwie gedrehten Coordinatfliuysteiiis 
hesogen werden. Wir woUen «bar der Karze wegen diesen speciali- 
sirenden Zusatz fortlassen und kurzweg von „Invarianten*^ sprechen, 
da wir hier nur mit dieser einen Art zu thun haben. Auch brauchen 
wir nur ganze algebraiscLie Functionen dieser Art zu betrachten, 
da gebrochene, irrationale oder transcendente in iniaerem Ausdruck (p 
nicht vorkommen können. Von vornherein ist klar, dafs ein in- 
varianter Ausdruck die auf die drei Axenrichtuugen bezüghcheu 
GrOften nur in eymmetrisdher Anordnung entikalteD keim, weil eine 
Tertamcbang der GoordinatMi seine Foim nicht Indem dar£ Bas 
leiste Eriterinm, nm an entsofaeidenf ob ein Ansdraok mTariant istv 
besieht saohgemftb darin, dab man die orthogonale Snbetitation 
wirklich ausführt. Tretm dabei die 9 BiditnngBcosinus zwischen 
den Axen der beiden Systeme TOn Coordinaten nur in den bekannten 
12 Gruppirungen auf: 6 Summen dreier Quadrate mit dem Werthe 1, 
und 6 Summen dreier binärer Producte mit dem Werthe 0, so 
Terschwiudeu die Kichtungsunterschiede aus dem transfonnirten 
Ausdruck; hat dieser dann noch die gleiche Form in (ien beiden 
Coordinatensystemen , so hat man ihn dadurcli als Invariante fest- 
gestellt Diese Transformation führt aber in den meisten Fällen durch 
nmatindliche Zwischenreofanimgai mit vielgiliedrigen AnsdrAckeii 
hindnrdi; deshalb sieht man sidi Heber eml nach einfiusheren 
kennnngsmitteln am. 

Einige Lnarianlen sind wegen ihrer ahsolnten geometriBdien 
oder physikalisclien Bedeutung sofort an eirathen und mögen zur 
Rinflihiimg in dies Gebiet hier angefahrt werden. Sind die Com- 
ponenten einer gerichteten Strecke ^ mit |, 9, £ bezeichnet, so mifst 
der Anadnick 

V + 'J' + ^ (52) 
das Quadrat ihrer absoluten Länge. Bei einer Drehung des Axen- 
systems verändern sich zwar die einzelnen (-omponenten. vorstehende 
Quatlratsumme. aber nicht, wie mau aus ihrer geometrischeu Bedeu- 
tung &ieht: Der Ausdruck (52) ist eine Invariante. 

Ein zweites Beispiel — Versdlgemeinerung des vorigen — , in 
weieham die Componenten sweiHr geridifteter SfarackNi ^ nnd 
vorkommen, ist der Ausdruck: 

Ii + ^1 + fei ii, . (52a) 

Drückt man nämlich die Componenten aus durch die Resultanten und 
deren Neigungswinkel gegen die Coordinataxen. also || = C08(^|^«), 
ad ^,co8(^,x) etc, so wird der vorstehende Aasdruck 
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» I», (i,j008(ft ») 009(^1^») + co»(cij3(f) CO«(e,y) + ooa(^ »)C08(^, »)|. 

Die gesdiweifte Ekutmer atdlt nach den Grandlelizeii der uialyti- 
sehen Geometrie den Coaums des Dl^iikels swischen den Bichtmigeii 
YOa ^ und dar. Der Tovgelegte Audmcih^ ^eichf^ |^ * co8(^ f 
ist also nur hedin^^ durch die lieiden gerichteten Stre<dcen sdbst 
und muTs in jedem Coordinatensystem die Form (52a) annchraen^ 
ist daher eine Invariante. H. GHAsammr nennt dies Gebilde das 
innf^re Product der beiden Strecken n, und o. : es mifst z. B. die 
Arbeit, wenn eine Kraft, die Verrückung ibres Angriffspunktes 
bedeutet. Aucb das sogenannte äuTsere Product Oj p„ • sin ((», /» ). 
welches die doppelte durch Q^ und als Seiten gebildete Dreiecks- 
fläche mifst, muTs aas demselben (7 runde invariant äein. Die Fro- 
jectionen dieser Fläche auf die Coordinatebenen sind angegeben 
durch AnsdrSdee fon der Art (17^ ^ — tj^), jond einsefai dniehans 
Terftnderlich mit der Bachtong der Qnmdebenen, eher die Summe 
ihrer Qoadmte, der Ansdmck: 

(fli^. - fiifls)* + - iiQ* + (ii«. - Vih>' (62b) 

gieht die Dreiedkafllche selbst an, sein Werth irt f^sich (>i ' sin' {q^ 
er ist also eine Liwriante. 

Endlieh wdlen nir ans den Gomponenten bdder Strecken noch 

den absoluten Werth • bilden. Die Ausmnltiplicatiou von 
+ + V+ lio^Brt folgende neunghedrige In- 

▼ariaate: 

Iii hr + ^i ^jsJ' + (li^)" 

Hat msn drei gerichtete Strecken im fianme, so wird der 

seohsfoohe Inhalt des dadurch bestimmten Tetraeders ans den Gom- 
ponenten berechnet dordh die Determinante: 



I3 ^ 



Die fär jedes Axensystem gleichbleibende geometrische Bedeatnag 
des Ausdruckes ist eine Gewähr, dafs er eine InTariante ist. 
Ebenso wie ( 'ümpouenten gerichteter Strecken verhalten sich die ])ar- 
tiellen DilVerentialquotienten von Coordiuateniuuctionen. Hat 111 jui 
nämlich eine im iiaum stetig von Ort zu Ort Teränderliche Gröise ü 
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TOigeMliriebenf so giebt es im AUgemeiofiai ftr jeden Ort eine be- 
stimmte Hichtong n, in welcher diese GtOCm am steilstr^n zunimmt. 
Dieses maximale Wachsthum wird gemessen durch den Differential* 

quoticDten dU'dn , dessen Werth sowohl wio dio Kichtung n aDein 
durcli die rünmliclie Anordnung der Gröfse JJ bedingt wird, unab- 
hängig von den Coordinatcn; letzteres gilt wenigstens, wenn nicht 
Ij schon an und für sich auf ein bestimmtea Ooordinatensystem 
Bezug JiaLj etwa selbst eine Cümponeute einer geordneten Vector- 
Tertheilnng im Baume darstellt; sicher gilt das Gesagte, wenn ü 
«De ungerichtete GtOfte Yorstellt In beliebiger Biehtong (> tindet 
man dann das Wadistbnm dmch die Bedebnng: 

du du , . 



Stellt man U ab Fnnotion bestimmter OoordmatsD 9, y, % dar, so 
ist deshalb: 



du du , ^ du , . dV du , ^ 

vx an dy on * " dz an ^ ' 

Diese Ausdrücke sind gebildet wie die Componenten f>inf>r gerich- 
teten Strecke von der Läng© (dUldn) und der Kifiiiung n, nur 
haben wir es nicht mit einer ■wirklichen Strecke, sondern mit einem 
allgemeineren Vector zu thun. Wir können also in den gefundenen 
Inviiriituieu an Stelle der Componenten die entsprechenden Diiie> 
rentiah|ixottenteii Ton U einsetzen. Ans (52) findet man: 



[dz j 



a 



dU\^ IdU. - 



[dy f [ dx 

als Invariante, diese müst das Quadrat des steilsten Waeihsttnuns. 

Ans (52 a) kann man swei nene Formen finden« £lfsteiis mOge 
p^, also Ij, t]^, Ci eine Ueine Venrttcknng des Beobaehtaogsortes 
der Fnnotion Ü sein, statt der Indiees 2 werden die Differential- 
qnotienten gesetzt lüm bekommt dann: 

. dV ^ du du 

^1-^ + ^»* ö/+^t-ö^- ^^^^ 

als Lmoiante, deren Bedeutung nach der unter (52 a) gemachten 

' ß ^ d U 

Bechnung (>i * j " co8(n(),) oder kftnser Q^ • -^-^ also dieVer^ 

ändemng des Warthes U bei dem kleinen Schritt ^| ist Zweitens 
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können wir aber auch zwei Functionen TT^ uud im Baume defi- 
Qirt denkeiif dann erhalten wir die Invariante 

dx dx ^ dy dy TT 

j » j ^ fdUA (dUA , . 
mit der Bedeotong _ ' cosfikisi. 

Wir wollen jetzt eine wichtige allgemeine Regel anfülireu, durch 
welche mau aiü» den gefundenen Invarianten neue hilden kann: 
Man darf in einer ans mehreren Elementen znsiuumengefletvteii In- 
▼ariante die als Faetoren voilEommendeii Componeiiten dee emen 
Elem e ntoe — mr irftbkn ^ — enetzen dexob die Operationa- 
zeiohen dldx, djdy, d/dx, wetehe Difileieiitiatioii anseigen ftr die- 
jemgen GrSÜMii, welche in dem „attea** Ansdrack mit |, tmp, 
and i^j zu Producten verbunden waren : der entstehende „neue" Aus- 
dzuok ist dann auch eine Invariante. Zorn allgemein gültigen Be- 
weise dieser Behiiuptuug müssen wir wohl auf dio orthoponalen 
Substitutionen selbst eingehen. Wir haben das Material dazu schon 
früher gebraucht, vergL S. 34 — 35, und W(dlen liier dieselben Be- 
zeichnungen fiir die 9 ilichtünf?scosinus anwenden, wie dort in der 
Tabelle (14 a) angegeben. Soll der alte Ausdruck, welcher die Factoren 
Ii» Vif >i enthält, anf die Goordinaten x'yx' taransformirt werden, 
80 hat man (entsprechend den Gleichungen (14 b)) zu 



«/i nnd ^ analog» In dem neuen Avadradc, welcher atatt denen 
die SjnMe dfö»,,.,, enthSl^ molüi man beachten, dafi nach der 
Tranrfonnation als Yariahele s^^af anranehmen nnd, daüi man alao 
das bekannte Schema anmwendan hat: 

ä i \ d ( \ , d I \ dy' ö 1 \ dx' 



Aus den umgekehrten Substitutiouä|{leichaDgen (Hd), welche x', y', «' 
ausdrücken, liest mau ab: 

daf dy 

-^-«1» dx^*^* "d^"*»* 
Ci ist also sn aetien: 

)-'^TS-[ 
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In der ToUkommenen üeberemstimmung dieses Schemas (53 a) 
mit dem vorigen (53) liegt nun der Bew^H D<Min alle Übrigen Be- 
standtheile sind im alten und neaen Ausdruck die £i:Icichen, werden 
also durch die Substitutionen in gleicher Weise transfonuirt. Alle 
Cosinusconihinationen müssen deshalb liii" beiUt) trausibrmirten Äui»- 
drücke die gleichen sein, der einzige Unterschied besteht darin, dafs 
der neue die Symbole djdx, djdy', dfdx Migt, wo der alte die 
"P^fi^fK^ ii> Vi, Ti ^^1^^ ^ daher der alte iimniaiit, so ist ea 
aoch der neue. 

Diese Regel fcSnnen wir ntm direet anwenden auf die alten 

Formen (52 1^ <^ d, f) und finden dadurch der Beilie nadi folgende 
Ausbeute neuer loTarianten, in denen die jetzt zur Unterscheidung 
nioht mehr nöthige Indiees der Componenten ^ weggelassen sind: 



dx 



dx 



dx 



+ 



dx 



(Ö4a) 

41-)' 




(54 c) 




d 

d 

dx* ^ dy* ö«" 



^8 Qt JJ 



(54 e) 



Hier kann man |, 4, ^ nnn niebt mehr als Componenten einer ein- 
aelnen gerichteten Streeka ansehen, dann bStten die IXilerential- 
^notienten naoh den Azenriektongen keinen Sinn; man mnfo viel- 
mehr annehmen, dafs jedem Eaumpunkt eine solche »Strecke zn- 
geordnet ist in der Weise, daüs deren Componenten differenzirbare 
Functionen des Ortes sind. Dies führt zu derselben Vorstellung, 
welche wir uns von den geordneten Verrücknngon der materiellen 
Punkte in einem continnirlichen Masseubereich gebililet ]!;il»cii, einer 
Vorstellung, der mau übrigens auch noch in anderen Theorien 
begegnet, wo |, n, ^ nicht direet Strecken bezeichnen. In der 
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modernen Vector-Analy«ns bezeichnet man den Ausdruck (54 a » nls 
die „Divergenz von der zweite Ausdruck (54b) ist das Quadrat 
des sogenannten ,,Curl von g^K Die Divergenz ist eine ungerich- 
tete, der Corl eine gerichtete Grölse; beide messen gewisse Eigen- 
schafken, welche nur von der räumlichen Anordnung der gerichteten 
GrOIse () rings um eine beobaobtete Stalle hemm abhi&gen, moht 
Aber von dem Cooidinaten^fftenii in welebem tie anflgedrttckt sind. 
Die dritte lovarittite (54c) werden wir soi^eioli mweaden, die 
beiden leisten sind nnr der ValbttodigIciBt wegen angefidvt; 
(54d'^ k&nnte man bezeichnen als Div^enz des äufseren ProduoAee 
Ton ()^ und (54 e) ist die berühmte Operation J Uf welobe man 
sehr häufig zu bilden hat Deren Invarianz hängt aber, wie gesagt, 
davon ab, dafs T7 selbst keine Beziehungen auf ein besonderes Coor- 
dinatensystem enthält. Beispielsweise haben wir soeben die Com- 
ponente ^ als stetige Function der Coordinaten x. x eingeführt; 
bilden wir nun J |, so ist das keine Invariante, weil die Function ^ 
je nach der Richtung der 2>Axe ihre Warthe ändert. 

Wir woQen biermit die nDgemeinen BetoMiitangen abachlieben, 
nnd einige Fruchte derselben anwenden auf den Fall, dab ij, j; 
die kleinen Venrlloknngen der materieUen Ponkte in einem conti* 
nnirlidien HaasenbereiQh bedeuten. FlIiiiieiL wir die nna gewobnien 
Benicbnungen ans Gldcbungon (10a'.) ein: 

ai di ö| 

dx ajf dz 



o« Off d% 

SO laasen sieh die 8 Invariantan (Ma, b, o) aofbit in nnseren De- 
formationsdaten anadrttcken. (64 a) Üefert 

(a + 6 + (55 a) 

(54 b) liefert 

4 (X« + ^i» + .'»); (55 b) 

in dem dritten Ausdnick (64 c) bann man die Quadrate der Binome 
(I + nnd (i— A)' etc. ausfuhren, dann heben sich alle Doppel» 
prodoote weg und man ecbftlt die InTaiiante 

(a* + ö« 4. «I) + 2 [l^ + + n>) + 2 {X^ + + v^). (55 c) 
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Die erste mifst nach Oleichung (18 c), Seite 89, die YolamdilatatiQn 

die zweite ist das Quadrat von 2]/A,*-i-|U- + v'^; dies müßt uacii 
CHieichang (lld), Seite 23, das Doppelte des Winkels, um welchen 
eme Stelle der Sabitaiu gedreht ial Die Yolamdehnung ist die 
DiTergens der VerrttckaiigeiL Die Drdhmig itt der Corl der Ver- 
rftokangen, seine Bichtimg ist die in § 9 eindeutig definirte Axe 
der Dreihvogy seine Componenten aind die dopp^ten Drehung»- 
winke! um die Coordinataxen 2Xf 2/», 2». Aus (55 c) können wir 
noch andere inTaxiMite Formen heransleaen. Findet sieb nämlich 
in solch einer zusammen gesetzteu Invariante ein Bestandtheil, der 
für sich aliein schon invnriar.t ist, m kann man diesen streichen; 
das Uebrigbieibeu l'' muis dann auch für sich allein invariant sein. 
In (55c) triflt diea tur die letzte Klammer zu, welche nach (&5b) 
iuTariant ist, also erkennt mau, daia 

(a> + 6* + 4^ + 2 (i* + «!> + »>) (65 d) 

auch eine Invariante ist Noch einen anderen Theil kann man 
herauhlösen. Ergänzt man nämlicii die erste Klammer durcii Hin- 
znfügung der Doppelprodncte + 2be 2oa + 2ab zum voUätandigeu 
Qnadm^ so mnüi man, um den Werth nicht am stören, diese sooh 
wieder afanehen and findet die Invuciaiite: 

(a + 6 + «)>-2(^0 + oa + 4id) -;(l* + iN* + »')|. <ÖÖe) 

Da nun hier wieder das erste Glied als Quadrat der Volumdehnung 
för sich allein invariant ut, mufs auch der andere Theil, «eldher 
in gesohweifte £lanuner geachloesen ist: 

(fte + ca + afc) -(/> + «»« + »>) (56f) 

eine Invariante sein. 

Es mag ausdrücklich darauf hingewiesen werden, dafs die in 
den vorstehenden Formen allenthalben vorkommenden Glieder; 

(ö« + 6« + ö«), (be-^ea + ab), + + 

einzeln keine Invarianten sind. Am leichtesten sieht man das an 
dem zuletzt aufgeführten. Dreht man nämlich das Coordinaten- 

sjstem so, daXs es mit den Hauptdilatationsaxeu zusammenfällt, so 
werden in den Abmessungen dieses Systems fUr jede beliebige De- 
formation / — m -Ii» « Oy also ancib + + 0, wlhrend dies 
bei beliebiger Biohtong des Axeugrslems Im Allgemeinen nieht sa- 

n. T. Emuaauat Ikooni IlqnllL Bd. IL 9 
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trifft; dkaer Werth ist alao TerftodAilicib mit der Biehtimg der 
Gooidinaten. Abdann folg^ dafe auoh die beiden anderen Glieder 
meht invaziant sein kdunen, denn diese mlleaeB doch die Scbvan* 
knngen des + m* + in den Invarianten (55d nnd f) irieder 

ansi^eichen. 

Der in diesem Parap^phen gemaehte mathematisdie Exmits 
wurde mehr zu dem Zwecke uuteroommen, bei dieser passenden 
Gelegenheit die in verschiedenen Kapiteln der Physik und Geometrie 
auftr*^teTi<lHn invarianten Gebilde zTisammenzustcllen. V'on den vielen 
geiuudeneu i^'ormen werden wir für nusereu gegenwärtigen Zweck 
nur die beiden (äSii) und (üäf) gebrauchen; diese lassen sich aber, 
uuabhäugig vom Vorhergeheoden, uiittels anderer Ueburlbgimgeu, 
die wir bereits im kinemntischen 13iefle dorohgefUirt lubcn, anf 
dnfiuhere Art auffinden. Die GtOften der Haupt-Dilatationen 9^, 
a^, (T, müssen nimlieb InvarianAen sein, denn sie werden nnr durch 
die Nator der Deformation bestimmt, nicht dnreh das snftllige 
Coordinatenfff Stern. In den Gleiehmigen (15), Seite 35, sieht man 
deuUichi wie die 6 Zahlen a bis n nur dadoroh von den Coordinaten 
abhängig werden, dais die Hichtungscosinus zwischen den Haupt» 
Dilatationf5axen nnd dem willkürlicben Coordinatensystem mit ein- 
gehen. UrsprUnglicli wai cn nun diese rr,, CTj, <r, eingefilhrt als die 
nothwendig reeUen Wurzem der cubischeu Gleichung (13 c) Seite 2b 



ff» (« + 5 + e) <t" + + 0« + «6 - — m* — 

= 0. 



a n m 

n h l 
VI l 0 



Könnte man die Wurzeln ezplioite dorch die Coeffidenten ans- 
drll<Aien, so hätte man dadurch sogleich 3 invariante Zoasmmen- 
setKungen der Deformationsdaten gefnnden. Dies wäre aber sehr 
umständlich und wtlrde scheinbar complexe und durch Quadrat- und 
Cubikwurzeln irrationale Formen geben. Bekanntlich sind aber die 
Coefficienten jeder algi ;i! aisclien Gleichung in der Norinalforni 
gleich den ganzen symmetrischen Functionen verschiedenur (-irade 
der Wurzeln, für die cubische Gleichung im Besonderen ist tler 
CoefiGicient des quadratischen Glieder gleich der negativen Summe 
der Wmnwhi, dar Ooeffident des linearen Gliedes ^oh der Summe 
der binSren Wniselprodoete, nnd das oonsfcante Glied gleich dem 
negatifen Frodnot aller Wnraeln. Man liest daher aas unserer Glei- 
ehnng (tSc) direct folgedde Benehnngen ab: 
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+ ffj + «"a = (o 4- * + c)- (56a) 
<p, 0-, + «Tg 01 + <r| ffg — (&o + + a^) ~ (i* + + f»^ (56b) 



a 
n 

m 



n m 

b l 

l c 



(660) 



O» mm «Ty 0-, «mseln invariaat sind, so tind es auch die daraus 
snsammeDgestellten fffmmetrischeD Functionen, mithin liefern uns 

die vorstehenden ßleichnngen auf den rechten Seiten 3 Inyarianten- 
Dtp beiden erstnn sind diejenigen, welche wir vorher in (55 n und f) 
auf anderem Wege gefunden hatten und die für das Folgende von 
Bedeutung sind. Die dritte in Determinantenf rta ist ftLr uns hier 
nicht Terwendbar^ weil bereitiü von drittt:r ÜrduuQg. 



§ dl. IMe FunoUon 9 fBat Isotrope KOiper. 

Nun wenden wir uns zurück zu der im Anfang des vorigen 
Paragraphen motivirten Forderung, dafa ^ für laotrope Körper eine 
Invariante sein mufB. Tn dem Ausdruck (50), welcher noch dem 
regulären Krj'stallsysteni eniopricht, kommen gerade diejenigen drei 
Zusammenätellungeu vor, vou denen wir gesehen haben, da£s sie 
eiiuEeln nicht inTariaut sind. ESs ist sib«r lalchi^ InTarianten in diese 
Fonn hmeiiaiuclisffen dnidi Znsst« ton Gliedem, die sioli natOzw 
Hdienraise gegenseitig Tenudhten mOssen. Man bum es so er- 
xaiclien, dalb ^ sosanunengeistit endiemt ans zwei Ihnunanten nnd 
einem drittoi nidit inTarianten GUede; leisteies kann man naeh 
Beliehen durch die Grupj)o (a' + 6' + 0*) od» (^0 + c a + a6) oder 
endlioh (j* -f m* + darstellen, für die Betraditang ist das gleiati- 
gOltig: Wir wollen die letzte Gruppe Leihehalten. 

Wir f&gen zur Qleiohang (50) zunächst hinzu 

nnd erhalten: 

^ - i4(a + 6 + c)« + 2 (S - Jl)(6c + ^. a() + C(l* + m' + 

Femer fUgen wir hinzu 

und finden so einen Ausdruck, der zunächst nui' als Umformung 
fon (50) ersohiint; 

8» 
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<p = A{a + b + c)^ + 2{B - A)^{bc + c o + a 6) - -|- m* + n »)} 

+ (C+ 2B- a + «•» + »*). (57) 

Dio heuloii ersten Gliecler sind invariant, das letzte aber nicht 
Invariant ist der ganze Ausdruck also uur, wenn da« letzte Glied 
ftlr jedes Coordinatm^stem venchwindet Die botropie fordert also 
jswiBcbtti den dni ftbrig gebliebenen Gbeffidenten die Bendmag 

C+2B-2Aw,0, (67«) 

duroh welche man abennak die VeifOgong über einen Coefficienten 
verliert» so dnfo adhliefalich nur swei Übrig Ueiben. iäsitweilen 
wollen vir die Zeichen A und B für dieee facibehnhen, m» ariitit 
dann daa 9 fltr iaotrope KOiper dndnrobi dnb man in (57) das 
letite Glied wegrinidit Vermitlebk der Gleicfanngeu (56 a nnd b) 
kann man die beiden Invarianten durch die Haupt-Dilatationen ana- 
drücken, der Ansdmok wird dadurch frei ron jeder Beoehnng auf 
ein CoordinaienqrBtem and Iratet zanl«bat: 

ip A ' {<T^ + (T^ + + 2iB - A) ' {a^ij^ + ff^fT^ + a^a^). (57 b) 

Dnls er nnr dnrdi ^metrische Functionen der Wnneln *r sn- 

sammengesetzt sein kann, ist elTileuclitend, denn ein Wechsel in der 
Deformation der Art> dafs zwei Haupt-Dilatationen ihre QrO&e ver^ 
tauschen, darf bei isotropen Körpern 9p nicht verändern. 

An dieaen einfachen Ausdrook (57 b) wollen wir nun auch die 
bis jetzt immer hei Seite j(elas55ene 'Redinf3:nnn; stellen, welclie die 
Stabilität des (-ileicbgewichtea der Substanz im natürlichen Znstande 
fordert: T}u' Function (p mnfs wesentlich positiv sein fdr jede be- 
liebige Delormatioii. Die jetzige Gestalt ist zu einer Entscheidung 
hierüber noch nicht geeignet, da die Gruppe o-, + a^a^ + «r, 
unsichere Voiseichen besitzt; diese mttssen wir also durch eine 
andere m e r a et aen aodien, weldie ateta poaitiT iat Nnn kann man 
MB drei Elementen eine ^nie Beiho Ton Tenohiedenen ganaen 
qnnmetriaolmi Fnnetionen' aweiten Gradea snaammenaetaen; wir 
AÜuran bier nur die vier an, welohe wir nOtfaig haben: 



5, - ff,« + V + ff,« 

^3 * ff| ff« + ff, ff, + ff, ff. 



(58) 
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Fttr solche Bilduugen gilt nun das (reset/. dafs sich alle durch zwei 
beliebig unter ihnen ausgcwälilU; (Truncllormen liiioar und homogen 
ausdrücken lassen. Sofort einzusehuo ist dies, weuu man S.^ und 
als Grondformen wählt, denn diese mflssen immer anfizeten, sobald 
HMD in den andsMü die Quadrate oder Pkodneta «oflStt Fttr 
UBBtn Formen (58) findet man die beiden Besieknngen: 

S^waS^ + 2S, und S^mm2S^^2S^. (58a) 

Diese kenn man dann benntien amoh bei der WaU anderer Onmd> 
fonaoL Dozch sebr ein&cbe Umreohniingen findet man: 

1. Für die Ghuadfonnen 8^ nnd iS^ 

^»i^-i^ und £;->-^+3iS^. (58b) 

2. Fttr die Grondformen und 

S^^^Si-k-^S^ und S^^^S^'^iS^, (58c) 

Andere Paare von Grundformen brauchen wir nicht zu betrachten. 

Die Formen und ^S^ besitzen nun für unsere Frage den 
Vorzug, dafs sie alü Quadratsummeu stets positiv sind; man wird 
daher eine von ihnen an Stelle Ton S^in ^ einfllhren. Die Form 8^, 
wdehe ebenfkUa poeitiT ist, iviid man w^en ihrer anschauHohen 
Bedeutung als Quadrat der Volumdehnung jedaifidlB beibehalten. 
Die unter (58b) stehende Snbetitution filbrt ni der Ton GtissiT 
KncBHOKP gewählten Normalfimn ftr tp, Ks ist Torliieilhal^ diese 
Form vor allen kennen zu lernen, weil von KiscHnoFF umfassende 
Arbeiten über die elastischen Deformationen und Kräfte in ver- 
schieden gestalteten Körpern, Stäben, Spiralen, Platten, ausgeyaTicjon 
sind, und die dabei vf^rwendf^ten Be/'Mfhnungen klassische Bedeutung 
und allgemeine V'erbreituug gewunneu haben. Wir machen also 
in Gleichung (Ö7b), welche mit Benützimg unserer Zeichen lautet: 

y-i-i-^ + 2(B^^.fi^, 

die Substitution (58 b): 

und gewinnen dadurch 

ip BS^ + (^ — B) . i8g . 

Kirchhoff hat dauu uocli andere Bezeichnungen für die elastischen 
Constauteu benutzt, einen Modul K und eine nnbenannte Vei^ 
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haltiiii'bzuhl 0, welche mit unseren bisher benutzten in der ein- 
fachen Beziehung stehesi: 

Setzt man «ndlich noch fXat 8^ und 6'^ die atuftlirlidien AmdrOdie, 
80 erhftit man die KmoBHOn^tdie Nonnalfoim: 

y «Ä.(V + <r,2 + ff,») + Aö-(a, +ff, + (7^^ (60) 

WiU man statt der «r die anf ein beetimmtea Coordinatenqrttem be- 
logenen 6 Yaiiabelen o bis i» einfthien, ao mnlk man zonldist die 
im enten Glieds stehende Grappe dueh die Gleicfaiing (Ö8a) 
'^^'2 ^ ""i —^S^ auf die Anwendung Ton (56 a nnd b) forbeidten. 
Man findet 

ff,* + ff,* + = (a + 6 + ©)• - 2(*<J + •« + «6 — i» — m» — 

r= (a» -f i'-« + c*) + 2 (/' + m> + «=•). 

Dieser Invariante sind wir auf anderem Wege schon in (55 d) be- 
gegnet Die Normalfoim nird also: 

<f==K |(a2 + 6* + 0*) + 2(i» + m» + »')} + Aö • (a + 6 + 0)« (60a) 
oder ganz ansAhrlich ohne abkOfsende Symbole 

'*1\öW +löW +l5W + Hte+ö;) +[äi+r.j ^\Sx+ä^j\\ 

Als Eiitsriiim der Stabilität scheint ans diesen Formoi her?onn- 
gehen, dals ftir alle in natttrlidiem Bnhezustand denkbaren Kteper 
sowohl der Coeffident IT als anch die Zahl 0 positiT n issen; 
wir weiden aber nachher sehen, daA fär 9 diese Besdiränkong 
etwas za enge ist. 

E« i-'t nun vordieiDiait in dem Aiicdnicke tp diejenigen Daten, 
welche die Volumäuderuiig dar^^tellen, vollstiindig zu trennen von 
denen, welche eine reine (Tresüiltäiidtruiig bei constAnteni Volnmen 
anzeigen, weil durch die Widerstände gegen diese beiden Compo- 
nenten der allgemeinen Deformationen zwd von einander unabhängige 
elastisdiie Eigenschaften der ESiper charakterisirt werden. Die 
Klasse der flflssigen ESiper scheidet sich Ton der der fasten dadurch» 



(60b) 
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dftb «nrtei» — abgesehen von den anlserordentlich viel sdiwftdierBn 
KapiUariorlften, die mt liier nicht berQcknchtigen — keinen Wider* 
staod gegen reine Gestaltibideningen änftem, w&hrend der Widern 
stand gegen VolnmTertndemngen beiden Elaaeen in gteieher Weiae 
zukommt In der yon Kisohhoff im ersten Gliede gewlldtan aynune- 
trischenFanction (^r^'* + a^^ + o-,*) steckt nun noch Terborgen ein An- 
theil der Volum-Dilatation, welche doch ezplicite erst in dessen zweiten 
Gliede mit [<t^ + <r., + r^^)- auftritt Deshalb mifst auch der Co- 
efhcient dos zweiten Gliedes, A tl, für fe^te Köqier nicht den ganzen 
Widerstand gegen Volum Veränderung. Die reine (iestaltänderung 
dagegen beeinflufst nur das erste GHed, wenn imch wegen der 
fremden Beimengung nicht in anschaulicher Weise, aber sie steckt 
Tollstandig darin; deshalb ist anch der Coefficient K dieses Gliedes 
das volle Hab der Foim-Slaitiotttt, d. i des Wideistandee gegen 
reine Gesfealtftndeningen. Eine sweite Sohinexigkeit des Edohbofb^- 
scben Ansdrackes besteht darin» dafo man bei dessen Anwendung 
auf flUasige KtViper K^Q Selsen moii^ weil diese eben keine Fonn- 
Slastidttt besitzen, während der Coefficient Kd des zweiten Gliedes 
dann den ganzen Widerstand der Flüssigkeit gegen VdoniTerändenuig 
angeben, daher einen bedeutenden Worth repräsentiren mnfs. Da» 
durch wird man gezwungen 6 unendlich groft xa setzen^ so dais 
man das nnli^stimmtc Gebilde 0 • oc erhält 

Beulen öcln\ i- riL^keiteu entgebt mau, wenn man von Aalaug an 
die beiden eiji n erwähnten Arten von Deformation aus einander hält. 
Wir köimeu uns dabei auf § 14 stützen, wo nachgewiesen wurde, 
dafo man die allgemeine Deformation erzeugen kann dnrdi Snper- 
Position einer reinen VolvmT^bidenmgf deren GvBlse dnrch die 
Stimme <r j + «r, + «r, « s» gemenen wird, und einer reinen Gestalt» 
ioderong, welöbe man erzeugen kann ledi^oh dnidi Sohewnngen, 
deren GrOften nur dnrch die Differenzen zwischen den Hanpt-Dila- 
talionen (o-, — a^), (<r, — r,-^). {n^ — <r,) bestimmt werden. Man be- 
trachte zur Bekräftigung de» Gesagten die Gleichungen (26), Seite 51. 

Es bietet sich deshalb an Stelle der von KiECnnoFF ge- 
wählten symmetrischen FuTu-tion .'^^ als Ersiitz für die unbrauchbare 
Function 5, die mit bezeiclmete dar, welche nur die für die 
Scheerungen mafsgebeuden Differenzen enthält, ^Sj wird selbst- 
vorätaudJdch beibehidten. Wir machen also jet^t in dum uröprüng- 
liehen Ausdmdc (67 b) 

nach (Me) die Sobstitotion: 
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liod gewinnen die Umfonuuug: 

Der Coefficient des zweiten Gliedes ist nach Gleichnng (59) 
gleich einem Drittel der Kihciihofi'scIihh Constante K; dieses 
Zeichen wollen wir beibehalten. Für den Coeftidenten dea ersten 
Gliedes wollen wir aber einfuhren: 

^H^^ÄA-^B. («1) 

i^ührt man Amin noch die Ausdrücke ftir 6^ nnd aus (db) 
ein, 80 erhäit mau die fijiLHHOLXz'sohe ^ Normalfonn: 

ff^h^I- K + ff, + e;^« + iiT {(CT, - a,)> + K - a,)» + K " ^t?] • (62) 

In dieser Fem ekaUt dts enrte Glied die volle en» dem Wide»» 
elaad gegen VplmuTertadennig^ da» tweile GUed die ToUe ans dem 
Widerstand gegen Söheeningen stammende elastische Eneigie dar, 
jedes Ding unabhSngig vom anderen. Man kann die Cbefficienten 
knrz danach benennen : H ist der Vohim-Modul, K der Form-Modnl. 
Die Zahlenfactoren \ nnd ^ sind mit Vorbedacht den beiden Moduln 
nicht einverleibt worden. 

Wünscht man aucb iiv dieser Normalform die Gröisen a bis n 
einznßLhren, so uiufs man sUitt der zweiten symmetrischen Function 
nach Gleichung (58 c) setzen S^ s= 2 .S'j — 6 5,, bevor man die In- 
variaaten (öGa und b) einführt Mau findet: 

5« «* 2(a + + ~ 6(»« + «a + sfr - 1* - - II*) 
« (i - «)• + (c _ a)> + (a - i)» + 6 (I» + m« + »•) 

also: 

Führt man auch hier noch die Differential inotn nti n der Ver- 
nu kuTiL'en statt der kurzen Zeichen a bis 7i ein, H( tDnlct man in 
austiiiiriicher Schreibweise die iiKLitH0L.T2s'scbe Normaiiorm: 



' Diese iiea«iiaaiig, analog ,|KuoHiiorF'sche Normalfonn'', erlaubt sieh 
dar H s rwM gsh» in den Test m isImb, da dia Wnmtl (62), iew«it fln be- 
hlwalji von Bfronro iat luRtthiL 0« & 
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(62 b} 



Will man in beiden Normalformen noch darauf Ettcksicht 
nehmen, dafs mau als uütürliche Zustäode oft nicht diejenigen an- 
sehen kann, in denen alle äufseren Kräfte fehlen, suiidc;rn dafa man 
dabei noch mit einem aiigemeiuen Druck p zu tliuu iiut, unter 
welchem die Körper aaoh in ilaer undefonnirten Gestalt stehen, 
80 Ittt nun nodi ein Imeares Qlied liinziuRiftigen; für die G^aae 
haben wir diesen ümatsad sogar hanpisiolkliöh und meiat aHem m 
berflekaicjitigen nnd haben bereits am Schlnsse des § 26 in GM- 
Ghimg (46) dieses lineare Glied an^esteillt. Baaelbst haben mr aach 
geaeigt, dafs der Co< fficient l ^-clben gleidi —p sein mufs. Wir 
tragen also diesem Umstand Rechnung, wenn vrir in den Glei- 
ehmtgen (60) nnd (62) rechts hinsnfügen das Glied 

-i,.(rr, +<r, +,T,), (63) 

in den Gleiehengen (60 a) nnd (62 a) dementspreohend 

— j? • (a + 6 -f o) (63 a) 

und in den Gleichnngen (60 b) nnd (62 b) 

Fllr die meisten Anvendvngen auf feste und tn^ifbniyflftssige KSrper 
kann man indessen dieses Glied der elaatischMi Energie ire^assen, 
▼eil der Druck p, unter welchem die Körper im An&agBsasfeand 

stehen — meistens ist es der Atmosphärendruck — völlig ver- 
sdiwindet gegen die bedeutende GrOise der Coeffidenten Ü und JL 



§ 82. Ueber die verachledmieii Werth« der Zahl 6 und des 
GrOftenTerhffltntaaea swtoclien H und K, 

Die hpKlrn Norraalformen für (f, Gleichungen (60) und (62), 
wurden parallel neben einander aus der gemeinsamen Urform (57 b) 
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}, (irreleitet; die Coefficienten A' und 0 einerseits, und ff imr^ K 
andererseits waren also auf die ui'sprüugliohea Ä und Ii bezogen. 
Da es nun von Interesse ist, den Modal H direct auf die Kirch- 
HOFF'schen Constanteu bczieheu zu können und durch diese aus- 
zudrücken, mülste man aus den drei unter (59) und (ül) stehenden 
Belationen A und B elimimreB, wm sehr leicht in dem geenditen 
Anadmck fthrt Wir woUen ihn hier dadurch auffinden» dalb irir 
die I^BOHHon^eche Ncnnalfonn (60) dnrdi die ertte der Qlei* 
cbungen (58c)r vekhe lautet ^,»1^-1- direct auf die BmsM" 
ROUizi*achM Gruppen und 8^ transformiren. Ee ist also: 

oder anders geordnet 

Der Factor der Gruppe mufs | H darsteUen, also ist: 

M^2K{ß + ^). (64) 
Umgekehrt wenn man d durdi B und JT ersetnn UriU: 

Das Kriterium der Stabiiitat an die HELMBOLTz'sche Normai- 
form gestellt, fordert, dafs sowohl K wie H positiv sein mttssen, 
höchstens darf einer der beiden Moduln gleich Null sein; dies tritt 
z. B. für A' hei Flüssigkeiten ein, wodurch dann die Norinaliorni 
(62 a) sich auf die schon früher in Gleichung (45) Ö. 95 für diesen 
Fall hergeleitete I''onu redacirt. 

Die Bedingung für 6 kann man £rect aus Gleichung (64) ab- 
lesen: jßs mnb, damit H positiT Unbe, {6 + ^)>0 seön. Dsnach 
kann ß ereatudl sogar unter Null sinken bis gegen diese 
Möglichkeit lieb sich ans der Nmmslform (60) nicht ein&ch er> 
kennen. Es soll damit aber nicht gessgt sein, daia sieh Natur* 
kOiper finden müssen, für die negativ ist 

Aus der PoissON'schen Elasticitätstheorie, welche wir in der 
Einleitung zu diesem Bande schon kurz charakterisirten, versuchte 
man lauge die Forderung aufreclit zu erhalten, dals die Zahl 0 für 
alle festen Körper den genn msamen Werth ^ haben mttfstf*. und 
Messungen (welche wir noch werden zu besprechen haben) bestätigten 
iu der That für diu Klasse der allerfestesteu elastischen Körper, 
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s. Bw Glas und Gufsstahlf dieses theoretische Resultat und stützten 
dadurch die hypothetiflchen Grundlagen jener Theorie, welche mit 
Femkräften zwischen den Molekeln operirt, unter Zuhülfenahmc von 
vereinfachenden Annahmen, welche die Durchrechnung überhaupt erst 
crmöpflichen. Al»er für die meisten anderen elastischen Stoße, welche 
üiue allgemeine The(»riti doch aucli unifasaeu BoUte, stellten sich 
Abweichungen heraus, welche die Heobachtungsfehler weit iiljer- 
sühritten, ao däSn für sie der Aiisatz 0 — ^ nur eine grobe An- 
nftherung bedtolal Das ist tdion bei litlok ndit fiasleii UetsUen 
tpflilMr. Die Yonnaaetzungen jener üieorie mfiBsen eben m enge 
Min, und nur die eUetMesten KQiper mOgen t&cHi ihrer ErfUhing 
nShem. 

Nun denke man gar an die gallertartigen Körper und an Kant- 

scbuk, welche doch deutlich ausgeprägte elastische Eigenschaften 
hahen. Sie besitzen die Eigenthümliehkeity dais ihr Widerstaad 
gegen Schiebungen der Schichten sehr gering ist, so dafs man in 
ihnen bedeutende ^^'fT/r rmngen hervorrufen kann durch verliältniss- 
mäfsig sehr geringe Kratte. Das Volumen freihcli wird bei diesen 
leicht erzielten Verzerrungen gar nicht verändert; will mau aber 
diese nachgiebigen Körper zu einer Yolumveränderuug zwingen, sie 
z. B. in einer abgeschlossenen Büchse, in der sie nicht seitwärts aus- 
miöhea kOumi, dnrdi einen Stempel comprimiren, lo henmkt man, 
dafii iie dagegen dnen ebenio midhtigen Widentand leiatra, ine etwa 
die Flftiaigkeiten, also nicht liel weniger ala auch die leaten EOrper. 
Die Gallerten bilden dorch ihre geringe Fonnfaati^ait eine Zwiadien* 
stufe swiaohen ävn eigentlich festen Körpern nnd den Flüssigkeiten, 
welche gu keine Formfestigkeit besitzen ; sie unterscheiden sich aber 
von letzteren doch aohaif dadurch, dafs der geringe Widerstand 
frefren Schiebungen ein dauernder ist. Wenn man eine in einer 
Hohlform hergestellte Gelatine-Gallerte untstürzt und auf eine hori- 
zontale Unterlage legt, so sinkt sie merklich zusammen und haucht 
sich au den Seiten aus; diese Deformation erreicht aber eine Gren/e, 
bei der die sciiwachen elastischen Kräfte gerade die Schwere des 
Materiales tragen und die Ma^ somit am weiteren F/insinken danemd 
Terhindem. Auch die zitternden Bewegungen, welche ersohtttterte 
Gallerten aiuftahren» weisen dentlioh anf die ConserTathrit&t der 
inneren Krifte hin; es sind dies elastisdie Traasveraalsdiwingangen 
wie in tonenden festen KOrpem, de Terlanfen in diesem Falle nnr so 
langsam, dafs man sie mit d^ Angan Terfolgen kann, weil der FonU" 
Modul jK, von dem die Sehwingungsdanem abhängen, einen so abnorm 
kleinen Werth bedtit Das ferhältnisamftlsig rasche Ekstorben dieses 
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Bebens weist allerdings nebenbei noch auf innore Reihu n^-^krH fte 
bin, doch spielen diese im Vorhalten der (Tallerti'ri mi hr u:iti t- 
geordnete Rolle. Wesentlich veröchiechm davon verhaiteo sich wahre 
Flrissigkeiten mit inneren Reihungskräften: Oele. Harze, Balsame, 
Theer etc. Die&e können mitunter einen lioheu Grad von Zähigkeit 
bentmi und yersehiebimgen der Schiebten viel stärkeren Wider- 
vtuid entgegensetzen, ale die GaUerten« aber diese KrSfte and keine 
danemden, sie wSbren nur so lange wie der Vorgang des Yenebie- 
bens nnd sind dessen Geschwindigkeit proportionaL Solche KOiper 
kommen unter der Wirkong der Schwere erst dann zn dauernder 
Buhe, wenn sie sieh mit horizontaler spiegel^tter Obeililohe ein- 
gestellt haben, man mnTs nur lange genug warten. 

In den Gallerten nnd auch im Kautschuk haben wir elastische 
Klnper mit grofsem H und einem dagegen verschwindend kleinen 
i'ür sie mufs also 0 olne sehr grofsc Zahl seiu^ sit* ftigen sich 
dalier nicht im Entlerutesten den Vorbedingungen der FoissoM'scheQ 
Theorie. 

Das entgegengesetzte Extrem, eine elastische Öubätanz mit 
▼erschwindand Ueinem Widerstand gegen Volnminderongen nnd 
starkem Widerstand gegen Scheerangen ist nicht bekannt; ihre 
Vorsteilang ist nur deswegen Ton Intereeae, weil Loid ^Divnr 
einmal die hypothetisohe Natnr des LichtMfaeis in dieser Weise als 
milglicbe Grandlage ftr die elastiach e lichttheone charakterisirt 
bat In der That kann so, wenn man nur f&r K einen honend 
grofsen Werth /uläfst, die Fähigkeit dieses Aethers, nur transversale 
W<>nr'n mit der bekannten T iehtgeschwindigkcit fortzupflanzen, er- 
klärt werden. Lord Kelvin vergleicht die Eigenschaften dieses 
Aethers, um ein anschauliches Bild zu «schaffen, mit d^nen des 
Seifenschaumes. Dieser ist aber kein homogener Körper, er bi^steht 
aus vielen abgeschlossenen Lufträumen, welche getrennt sind durch 
sehr dünne Membranen von Seifenwasser. Die Beständigkeit dieses 
Gebildes ist bedingt dorcb ein rektifesUinimiun potentieller Energie, 
welche sich snsammensetzt ans der elaatitohen Energie der ein- 
geaohloasenen Lnltmasse und ans der capülaren Energie der Flflssig- 
keitihftntchen. Erstere nimmt ab^ wenn die Lnft ibr Yolnmen ver- 
gr5[iMrl^ dabei werden aber alle ZeDwtnde g^ehnt, die captUare 
Energie also vermehrt Wenn die entgegengesetzten Aendemngen 
beider Energieformen sich gegenseitig aufheben, ist die Summe ein 
Minimum. Wir Isaben hier *^ir) Gleichgewicht zwischen dem Ex- 
pausionsbedürtnils der eingesperrten Luft und dem Contractious- 
bedttrMts der Seitenwassermembranen. YergröiJBert man also das 
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Volumen einer znsammengeballten Schaumflooke, so muCi man gogen 
die OqiQkrkAfte ariieiten, die LnftflUlaiig liilft uns aber dabei, und 

da ihr Druck jenen O^iiUarkräfken in der Bube das Gleichgewidii 
bftlt^ BO ftbernimmt sie selbst den gröfsten Theil dieser Arbeit, so 
dafs TOQ aufsen nur ein rerschwindender Anthail zu leisten ist» 

Will man umgekehrt die Schaiimflocke comprimiren , so mufs man 
gegen den Druck der eingeschlossenen Luft arljoiten, diesmal helfen 
uns aber die Membranen und übernehmen den gröist<;i> Tliei! der 
Arbeit, während sie sich ^zusammenziehen. Der Widerstand gej^cn 
Volum Veränderung ist SkUo nach beiden Seiten hin sehr gering, 
jeden&Us viel geringer als der Widerstand eines reinen Luftraumes 
gegen Gompffstsion. Dagegen besürt der SdiAnm eine gewine Steifig- 
keit Will man die Flocke durch reine Sdiiebnng der Schichten 
deformiren, so bleibt dabd das Tolnmen nngeinderfc, die einge- 
sddossene Loft Tediilt sich also dabei indiffiuenty jeden&Us hilft 
aie ons nidit bei der Arbeit, die wir dnrdi die Zerrung der H&nU 
chen gegen die Capillarkrälte leisten müssen. Deshalb ist beim 
Seifen schatmi der Widerstand gegen Scheerung, wenn auch nicht 
absolut ?Tf)rs, so doch aufs erordentlich viel gröfser als der gegen 
Volumveranderung; wir haheTi liier ein Gebilde vor uns, welches 
sich verhält ähnlich (iinem elastischen Körper, bei dem das \'er- 
hiHtnifs H: K ein kleiner Bruch nahezu Noll ist, mithin d nahezu 
gleich - '/,. 

Ein dem Schanm durch seine oxgisniscfae Bauart einigomafiMn 
Terwandter Stoff ist der KorL Auch er besteht ans sehr feinen 
lufthaltigen Zellen, nor sind deren Wandnngen nicht flflssigkeits- 
membranen, aber dodi sehr weiche widerstandslose H&nte. Beim 
Kork ist anch der Widerstand wenigstens gegen Oompiession kleiner 
als der gegen Scheerung. Der Widerstand gegen Volumdehnung 
sdieint bedeutender. Das Hegt wohl daran, dafs die Zellwände sich 
beim Zusammendrücken /ieinlich leicht falten und knicken lassen, 
wälireud sie hei der Scbe^rung ixxr Hälfte, und bei der Dehnung 
saountlich gespannt werden uittssen. 

Für exacte Messungen sind übrigens alle diese weichen Körper 
wenig geeignet, weil ihre schwache Elastizität zum Theil verdeckt 
wird durch andere Erscheinungen, die sich bei den sehr festen 
nicht in so stOrander Weise geltend machen. Die innere Beibung, 
die wir schon erwfihnt haben, die elastische Nachwiiknng^ d, L die 
Eigenschaft der meisten Eftiper, Befonnationen nicht sofort nach 
Aufhören des Zwanges, eondem erst nach längerer Zeit gftnslich 
xa Tcriieren, endHch die Plastidtl;^ das dauernde Fortbestehen der 
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FoniiTeirtadMnmgaii ohne Jkabema Zwang nnd die iriehtigsten dieser 
Störungen, welche rieh seihet bei festen Materialien ndtanter gel- 
tend madie&i und hei empfindlichen Beohachtnngen stets im Ange 
behalten werden nassen. 



§ 33. Die elastischen Kräfte in isotropen Körpern dargestellt 

durch die Deformationen. 

üm aus der potentiellen Energie einen SchltÜB auf die Kräfte 
zu ziehen, mufs man deren Variation bei einer virtnellen VerrUckung 
bilden, nnd weil bei der Bildun:; von d'q> zunädist die Differential- 
quotienton der titj, j: heraustreten, nwA man ///Sip * dT 
durch partielle Integration umtbrmeu. 

Wir brauchen nun diese g.uize Rechnung an der jetzt getun- 
denon bestimmten Form y nicht nochmal durchzuffthren, da wir sie 
iu 2 1 ins 23, ohnu auf eine bestimmte Grestalt eiiuugehen, ganz 
allgemein geführt haben, sondern können direct die Resultate an« 
wenden« 

Wir sahrai dort, dab alle elastischen Kraftftofeenmgen ridi 
anrOckfllhren ^d ansdrIU&en lieiaen dnrch die 9 FUU^enkrftfte 
> • * • Z^f deren Werihe durch die negatiTen Diffeiential- 

quotienten der Function 9 nadi den G Deformationsdaten a, b, c, 
21, 2m, 2n angegeben werden. Wählen wir z.B. die Kirchhoi^ 
sehe Normalfonn für 9 in der Schreibweise der Gleichung (60 a) 

^ - Z {(«• + ft« + e») + 2 (/» + m« + «•)}+ JT ö (« + + 0)^ , 

so ündet man daraus: 







da 




d (p 




db 




d(fi 




de 

















- 2Ka-2K0{a-^ b +c) 
^2Kb - 2Kd{a + 6 + c) 

- 2Kc-2K0{a-i-b + c) 



-2A' f^--2Ä-Ö« 
-2ä' f -2K0(ü 
- 2ä -^^ -2Kdüj 



(Ö5) 



dff 
d2n 



- 2 Km 

- 2 Kn 



d 1} 
d% 

d% das 



) 



(65 a) 
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Ans d«r HmHHOiasiohen Normalfonn' (62a) 

ergiebt ddi: 



X, = - H{a + b + e)-2K 
Z,« - H{a + b + c)-2K 



2a 


-b-e 




8 


2b 


— e — a 




3 


2e 





3 



(06) 



Werfen wir jetzt einen Bfiök auf die Gleiefamgen (20) und (20a)^ 
S. 4t, 80 erkennen wir dort dieselben BQdimgen, welche aw^ hier 

auftreten. Dort wurde eine allgemeine Deframation a bis «> soriegt 
in «ne reine Yolumdehniing mit den Daten: 



^ B m, fii V 0 



(20) 



«ad »De reine Gestaltindening mit den Daten 



2a^b — o 
8 ' 



2b- e—a 



3 



». 



2o—_o_-6 
8 



1 



(20a) 



Unter BenfltKimg dieser knnen Zeichen kann man den F<nmdn fol- 
gende sehr dnrdifliditige Gestalt geben: 



X^^ ^^Ha^-2Ka^f ¥,= = - S H - 2 Kl^ 



(66b) 



Ans dieser Darstellung kann man ohne weitere Bechnong den 
Beweis ftr die am Sefalnls von § 28 aufgestellte Behauptung finden, 
dalb in isotropen KOrpem die Hauptaxen des Strain und des Stress 
zusammenfallen. Wenn man nSmUeh aus einem Strain die ^di* 
mllsige Yolumdehnung wogoimmt, so bleiben dessen Hauptaseo 
dabei ungeiadert» diase sind nur bedingt durch bia 14; und wann 
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aum ans einem Stress den naoh allen Bidhtangea ^eichmärsigea 

Druck wegninimt, so bleiben aucb deaaeik Hauptaxen dabei un- 
geändert In den Gleichnngen (60 b) bilden nun die Glieder mit dem 
Fa< tor — 3 // den gesamtntfn darin strckfriden gleichmäfsigen Druck. 
Die Hauptiuten des Ötrcss sind nur bedin^^t durch dio B Daten 
— 2 A'a, bis — 2 Kn.^ . Da diese sich nur durch den s^eineinsamen 
Factor — 2 K von denen untersclieideu, welche, die ilaupuxen des 
ätraiu bedingen, ao müna^u die Richtungen beider übereiustimuieu. 
Die ffiiiBaftigang eJuea gMaeinMinea IMon an den StraiadaAeiL 
kann nSmUidi die RiohtDngBwtnkel mdit TeiftnderD, nie ein Bilde 
anf die homogenen Gleidranfen (Ida) lehrl: Die GrOfee 9, welche 
sich jetrt nnr anf eine reine Gettaltftndernng bedeht, geht dabei 
Mich in -> 2 JTcr über, so daft sich — 2 JT dort weghebt Das nega- 
tive Voraeifihen aUer Glieder auf der rechten Seite von (66 b) kann 
nicht fibemuGhen, denn ein positiTes bedeutet positiven Druck, 
CoTnpres<?ion in der jr-Rielitniig, während ein positives a — d^ldr 
eine Dehnung in dieser Ri( titung anzeigt Aehuhcii läist sich auch 
leicht beleuchten , dals positive Schubkräfte Y und eine Schee- 
ning Ijewitkeu, bei welcher / negativ wird und umgekehrt Gewarnt 
sei schlielslich vor dem Irrtham, dafs die Werthe der 3 Haupt- 
drucke proportional sein sollten den 3 Haupt-Dilatationen. Das ist 
nicht richtig: Man kaan den Zosammenhang beider HiBoptdnten 
leicht ans den Gleichnngen (66) finden, wenn man das Goordinaten- 
BjBtem so legt, dafs dessen y-, «-Azen der Reihe nach nsammen 
iaUen mit den Hiuiptaxen TOm Index 1, 2, S. Dann wird nimlich 

Die Hauptdrucke hftngen also von den Hanptdilatataonen ab durch 
die Besiebnngen: 

- - Fe; - I A'{(a, - a,) - (a, - <r,)\ | 

- _ Hfo - l K\ in, - n^) - (^, - a,) { (66c) 
= - i/w - 3 Ä'|(a, - aj) - (ff, - f/,)) . ) 

Nnn kann man nach den Gleidinngen (40) die ton anften die 
Masse angreifenden FemkrSfte, weldie snr mhenden Eihaltong der 

Deformation nöthig sind, ebenfalls durch die YenUcknngen seibat 
ausdrflckea BenfttMn wir znerst die üblichen iTormen (65) nnd (65a). 
£s kommt 
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12» 



Hier kann man zusammenfassen die Hälfte des ersten Gliedes 
mit der zweiten Hälfte des dritten und der ersten Hälfte des vierten 

QüedM sa . + ^ 4. , wofttr man kOner -K'Ji 

■clmibi Di« andsren Htiften deneUiak di«i Gliedsr «ndiaheii alle 
one BiffiBrantialioiL nach weldie man tot die KlamwwT wtAam 



kann, so dafs diese drei Glieder geben: + + ^^j» 

waa iioh dann mit dem awfliten Tenn Tereinigt; 



d. k • 



dm 



dx 

60 findet man: 



ii2r« ^r*j|-jr(i + 2<9) 

fkZ^ -iT-il^- jr(i + 2^) 



dx 



(67) 



Da dieee finlberen Erftfte den inneren daa Gleioliigewicht halten 

sollen, so müssen die Be8chlennignngBOomponenten> welche die Miisse 
in Folge ihrer eigenen Deformation antreiben, und weiche auch 
sofort in Action treten, wenn man plötzlich die aufseren Kräfte 
wegnimmt, den Y, Z entgegengesetst f^ch sein. JBezeidmea wir 
diese mit X, T, Z, so ist also: 



(67 8) 



Diese inneren Beschlennifpingscomponenten sind immer in Wirk- 
samkeit 2u denken und machen sich bei einer Störung des Gleich- 
gewichtes sofort bemerklich. Bei Bewegungen iu elastischen Sub- 
stanzen sind die YerrUckungscomponenten |, % ^ der Massenponkte 

H. T. BrnMoaua, 13Mor«t PbjraUt. Bd. IL 9 
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mit der Zeit vei^nderlich, die effectiTen Beschleunigungscomjwuenten 
sind ä^^jdi'^j d'ijjdt^ und d'^jdt*. Diese setzen sich zusammen 
als algebraische Summen aller von aolseii und Ton innen wirkenden 
Antriebe. Nehmen wir An&ere Femkrftfte an, irokdia die BeeeUenni- 
gong X,T, Z hatmm&ti, weldie aber jetzt im Allgemeinen aiciht 
BMlur die iiir rahmdaii Defomuitioii «focdarliciwn W«fÜi» bentMO» 
ao Mtrt onb die efSootiTe BoMUAiungang vaamam in dar Waiaa: 

-j~ ^ X-^ X' etc., also ausgeäduneben: 



(08) 



Dies sind die Differentialgleichungen der Bewegungen im Inneren 
eines elastischen Kör^^ers. Für den besonderen Fal! der Ruhe hat 
man die linken Seiteu gleich NuU zu setzen und iiommt dadurch 
wieder zurück auf die Gleichungen (67), welche die zur iLiriiaitung 
der Rohe erforderlichen üuf&eren Kräfte augiebt 

Dia nr Baha nöthigen änbarai FUehcaibiAe^ welche die Obe»* 
Hiebe dea Efiipers angrdfm mnasaii, findet man nieh (40 a), wenn 
man dort reohti ftr die Jl^ ete. die Warthe ana (65) und (65a) einaatit; 
eine weitere ümfoimmig der dadnroh entstehenden Avadrllehe ftr 

T^t iat dabei znnächst nicht zu machen, darum wollen wir 
dieae leicht zu bildenden Formeln hier nicht angeben. Diese inneren 
FlILchenkräfte, mit welchen der elastische Körper vermöge seiner 
Deformation auf die ihn an der OherflUche nmhfillenden angrenzen- 
den Knrpor emwirkt, müssen Matuiiicherweise den äufseren entgegen- 
gesetzt gleich sein. Wir werden sie am hf^sten dadurch bezeichnen, 
dafs wir die nach anfsen gerichtete Normale mit — n bezeichnen, 
und demgeiuuiä A.« statt schreiben: 

Diese Gleichungen müssen auch unverändert gelten, wo es sich 
um Bewegungen handelt, denn eine Beschleunigung d'-^fdt* der 
Oberfläche aus der Nichterfüllung herzuleiten, hat deshalb keinen 
Sinn, weil die Flächenelemente als solche keine trfige Masse be- 
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Um die den Gleidiongen (67), (67 a) rmd (68) entsprechenden 

Ausdrücke in der anderen Fassung anzugeben, braucht man nicht 
von neuem deren Ableitung durc hzuiiihn^n, vielmelir kann man 
mittals der Qleidknog (64 a) das KniOHHüFrsche 6 durch H erseteen. 

Bs ergieM doh: l + S^-f+ialM f + 3 0) = ^+ . 

Sotel man dka beispieliweiaa in die GkiflliiiDgeu (67 a) ein and tronnl 
dann die Gfiedor wwlk den Feefcoien B und X, to ediSlt man: 



(70) 



Die e n l i p r edienda Dmfomnng der Bewegnngsc^eichongen (68) 
gMehieht anf glaidie Weias. Ifan efhaiiat flbfigene bei Tefghuhenp 
dar Betnehtangy dnlk fikr pcaktiselie Bannteong dar Fosmeln an 
ftalan Körpern diqeaigan mit den EDtCHHOFir'schen d wohl den 
j Vorzng der Kürze besitzen Tor denen, welche nach iTond f getheilt 

sind; ein Unterschied in der Bedeutung bealeht überhaupt nicht, 
man kann an jeder Stelle einer Rechnung mit Hülfe der Glei- 
chungen (64 and 64a) von dem einen Sjstem zom anderen über^ 
^ringen. 

Schliefslich sei noch hingewiesen auf die Veränderung, welche 
I die vorstehenden i:''ormtiiu eriaiiren müssen, wenn man genöthigt ist, 

i in 9p ein lineares Glied hinzonuetsen. Dieses können wir ent- 

apiecliend Gleiobang (63 a) tchrdben: 

— P • (a + 6 + «). 

Dadnrok erhattan wir in den AnadrOolnB, welohe anf — dtp f da, 
^dipjdb, — d^/de eorfiokgahaii« daa aind also X^, 1^, in 
den Glaidrangan {96), (06 nnd 06n), den hinraMendan Addenden p, 
walcbar den in der Bnhelage ftbendl gleiehnftfrigen Dnulc miftt 
Dieaar anpefpoairi aioh nngestOri daa aennAlea Dmck- oder Zog- 
I kiiftan. Dagegen veiBch windet dieser Zosata, wie jeder, der voa 

einem in Of b, c, l, m-, n linearen Glied von <p henflfaren könnte, 
wieder in den Ausdrücken für die äufseren nnd inneren Massen- 
brsrhleunigungen, weil bei der nochmaligen I hlterentiation nach den 
Ck)ordinaten dieses räomlich oonstante jp, oder wie sonst die Ooe£Gh 

0» 
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E dm ^ 
dx ft 



E da 



dy ju 



E d(o K 
^ dx 
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deuten linearer Glieder bezeichnet sein mögen, C^, ... C^, weg- 
fallen. Diese mathematische Erschoinung hat den physikalisohen 
Sinn, «^afs der unveränderliche äursnc /,v,:uii;, z. B. drr Atniospliairn- 
dmck, aber auch verborgene Spannungen, keinen Einduis baben auf 
die Bewegungen, welche sich unter der Wirkung elastischer Kräfte 
kuiaeru. iuu EinfluTs wird höchätens dadurch möglich sein, dai'ä 
dieae uiiTeränderlicheii EriUto so slvk lind, dab tia die «lasliadien 
CoottaiiteD, also di« Nalnr des Hstariales sa «IMren varmögen: 
Emsii aokliaa Fall haban «ir s. K ia dai faspaiiiiteii Saitan sn 



§ 84. Dimensionen und QröXiBenordnungen. 

Wir sind nun mit der Fandamentimng der Elasticitätstheorie 
faltig. Am ScUvsM aiMiit es gerathen, die im Laufe dar Ba- 
tradhtmigaik eiagafUirtan phyaiksliiiehan GiOftan auf ilite DimanaioiMii 
sn piOfisn. Znarat erianeni nir dann, dab aUe Aagaban, weloha 
den Strain eharakterisum» Ueuia nnbaoaniito BrUoba sind, deran 
höhere Potaasen und Producte meistens weggelassen werden hOnaan« 
Zn diesen Ueinen Zahlen gehören alle Differentdalqootienten der 
Yerrücknngen nach den Coordinatrichtungen and Zusammenstellungen 
▼<» solchen, also die mit fester Bedeutung gebrauchten Buchstaben; 

a, h, c, I, m, n, l, fx, V, (7j, ö-j, ffg, w, d- (SclieerungswinkoTi. 

In der Dynamik trat uns zuerst die Function <f> enti;* gon, 
welche nach Znsatz des Factors dx den im Volumelement entfialteueü 
lubait an potentieller Energie bezeichnet Ihre Dimension iüt also 

Energie 
^ " Volumen 

Die Dimension der Eneigie ist in der ftblichen Beiaidhnimib 
wo Hasse dordi Jf, Ltage dnidk Xr, Zeit dnzoh 7 gegeben nird: 
\UI^T^ die des Tolimiens [X*], also iriid: 

y «[ifL-iy-«]. (71) 

Die Ifasienkrufte hatten wir dnrch die Componenton der Beschlen- 
nignng ausgedrückt, welche erst nach Multipltcation mit dem Massen- 
element /tdr mechanische Kräfte bezeichnen. Die Gröfsen A', Y, Z 
ohne unteren Index und auch die inneren Reactionen dagegen, die 
in Gleichungen (67 a) gegebenen X, Y\ Z haben die Dimension der 
Beschleunigung: 
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Die rftmnliche Dichtigkeit der Maase liat die DimeiMi«m: 



(7U) 



(71b) 



Die öftere Torkonunende Vorbindiing: /»X= [üfL-'r-*] mifstKreft 
durch VolmMIlt Die ftir unsere Theorie charakteristischen Flächen- 
kräfte waren eingefOhrt norden diUGk die CompoiienteD 2i^d$, Y^d$f 
Z^ä», Daher ist 



Yon dieaer DimeoBiaii iat tberiiaupt jede den Straaa diankterialrende 
Angabe» aamMitiiGlk alao die dasa anareidienden Zeidien 



Diaae XMmenaioii ist nlyrigenB identiaeh mit äac yon. f, denn ea iat 



al»ar 9 iat eine nngerielitete GtBüm^ irtUirend die ^PlSolienkriffee aieh 
auf beatimmte Biehtnngen beaieihen. findUcih Mtaen dieae adbe 
Dtmenaioii almmtUohe BSIaaticittteooeffidenten, denn ana dieaen ent- 

atehen durch Zusatz der unbenannten StrainaaUen als Factoren 
aowohl die Stressdaten wie auch die Function ^. Das Gleidie gilt 
auch Ton den Coefficienten der hie und da zu 9? tretenden linearen 
Glieder. Also alle folgenden Zeichen: die 21 Gr5lsen G^,. bis 
die 6 Qröfeen hin C,., C,, p, A. R C, K Kß, H, liaben diese 
Dimension. Miist mau alle Gruiseu in demselben iS_jsUüu von Ein- 
heiten, z. B. in dem C.G.S.-System (cm, gr, sec), so läist sich über 
die Malsz&hlen einiges Allgemeines sagen. Da aus den Elasticität«- 
coeffidenten die GvOiken Ton Drank, Zug, Schnb dnrdi Znaati der 
kleinen Zahlen in erster Potens gefnnden werden, wlhrend 9 durah 
Zvaala der sweiien Potenaen entalehli ao mllaaen die MahiaWen 
der Slaatuntaiamodnin sehr gioft im YeiUtttniiB m denen der Draek-» 
Zng- und Schubkräfte, dieae tSaet wiederum sehr groia gegen die 
MaTszahl der Energiedichte sein. Wie weit man Deformationen 
treiben darf, lälst sich nicht allgemein angeben, doch sind wohl 
solche, bei denen die Straindatcn die Gröfsenordnung ^/lo,,^ erreichen, 
schon sehr grofs. (Von Kautschuk und ähnlichen Stoßen sehen wir 
hier ab.} Nun haben Messungen ergeben, daJs bei den gut elasti- 




(71c) 
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sehen festen Körpern die beiden Hodoln H and K von der QiQlheft* 
Ordnung 10" im C.G.S.-Syst^m sind, Eline Deformation von der 
Grölse 10~' würde nho !ioriuale oder tangentialä Druckkräfte von 
der Ordnung 10* hervorruien imd eine Energiedichte von 10'. Ein 
anschauliches Mafs für Druckkräfte ist der Atmosphäreri iriK k, 
welcher ein Kiiogrammgewicht auf jeden Quadrate entinieter betragl, 
das giebt im C.GÄ-System noht genaa 10*. Es wttide doh daher 
bei solchen Defoimatioiien um Hunderte ton Atnuwphlran handdiL 
Dar Arbeitnrarth, irolGhar in jedem CnbikoenlaMter iteokt (das lal 
die Bedeutong tqh 9), belclgt dami etwa Vio MiegMig. Dieae 
Arbeit würde anarelfilMn» um ein Grammgeiriclit nngalUir om einen 
Meier ta heben. 
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Anwendungen auf das olastische Gleichgewicht 
deföimirter isotroper Körper. Die Beformationen sind vor- 
gMMliiielMfii, die Ziifte werden geraelit 



§ 86. Blnlettimg. 

Die im vorhergeheudea Tkeile entwickelten gesetemftfsigen Be- 
ziehungen iwiachfln V er rttc inia gm md ErRften in elMtiMÜiai EBipflni 
BoUea jetzt nr LOeong besonderer Aachen angewendet werden. 
Wir radifla nnlchat immer Gkidigewiohtsbediiigniigeii ftr bestimmte 
Defonoitioneii in beetimmten Elbpeni und woDen üb dabei tat 
iiotrope Eöiper beadnrlnken, welobe das einfachste Yeibahen nigen, 
nnd welohe auch anm Zweck exacter Beobachtungen immer sorg- 
iUtig anagewählt zu werden pflegen, wo es sich nicht gerade um die 
besonderen Eigenschaften der Krystalle handelt In der gröberen 
Praxis freilich werden die für isotrope Köq^er nachgewiesenen Ge- 
setze vielfach ohne Weiteres übertragen auch auf anisotrope ivorper 
wie Holz, Stabeisen, gezogene DrShte, gewalzte Bleche u. s. w.; dies 
kau II mau auch unbedenklich thun, so lange man solche faserigen 
oder bifttterigen Straotoren nur in ein tind decselben Bichtung 
definmirt, «bo niohi etwa «in 8tlUdc liangholz mit einem SUtok 
Queiboli TeigLeichen wUL Wo es sich indessen mn geoane Angaben 
handelt^ aind die Folgerungen nnserer Theorie besebiSokt anf iao- 
tropes Material, ans dessen Annahme sie gewonnen worden. 

Es lassen sich nun die statischen Aufgaben oder die Fragen 
nach dem elastischen Gleichgewicht in zwei entgegengesetzte Klassen 
scheiden. Erstens kann man in einem gegebenen Kßrpcr die Yer- 
rückungen vorschreiben und die Aufgabe stellen: Es sollen diejenigen 
änfseren Einflüsse , Femkräfte auf die Masse uud Flächenkräfte 
auf die Begrenzung gesucht werden, welche uüthig sind, um den 
Körper in der yorgeschriebeuen Deformation zu erhalten. Zweitens 
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aber kann man die äufseren Kräfte vorschreiben, und die Frage 
stellen: Welche Verrückungen werden dadurch in rlcm pcL^ehenen 
Körper erzeugt, sobald er zur Ruhe gekommen ist Die erste Klasse von 
Anfgaben ist leichter zu beluuideln, denn ihre LSsnngen sind bereits 
in den itligemeinen Gleichungen dea vorigen Theiles fertig enthalten 
und braachen nur auf bestimmte Einzelfalle angewendet zu werden. 
Die Aofgabea dar mit» Elum fingen vmx in ihrer SVagestoUang 
nnssror Annchaiimigsfona (Oafomlittt) nilier, denn irir halten die 
teleeren HSnirirkangen ftr die gegebene ümcfae der Definm»- 
fionao, «her die IiSaong iek eine viel Terwiekeltere. Sie erfordert 
eowett man sich nicht etwa dabei die Resultate der ersten Klaaie 
zu Nutze machen kann, immer die Integration der partiellen DiiTeren- 
tialgleichungen zweiter Ordnung ftlr die Verrückungen unter Berück- 
sichtigung der jeweiligen Grenzbedingnngen an der Oberfläche. 
Diese Probleme sind nur für gewisse einfache Fälle gelöst worden. 

Die gemeinsame Grundlage für beide Klassen von Aufgaben 
tiudcn sich im vorigen Theile in den nämlichen allgemeinen Glei- 
chungen. Erstens sind dies die für isotrope Structuren gelteudea 
6 Besiehungen nriechen Stnun und ötioga, weldie entweder in der 
Fonn der Oleochnngen (65) und (65 a) oder der damit gleidibedett- 
tenden (66) mid (66a) angewendet werden kSnnen. Zweitens nnd 
88 die 6 Oleiohnngen (40) nnd (40a), deren eretare drei die iniaeran 
Maaaenkräfte, letztere drei die Oherflächenkräfte mit den LooaU 
werthen des Stress oder deaaen Differentialquotienten in Verbindung 
bringen. Der Weg zur Lösung der Aufgaben der erstoi Klasse ist 
nun folgender: Man berechnet zuerst aus den vorgeschriebenen 
Verrtickungen mit Hülfe der Gieichun£r<>Ti (lOa ) (S. 21) die Strain- 
dateu abclmrt, aus diesen dann mit Hiilie von (03) und (C5a) die 
Stressdaten X^Y^Z^Y^Z^X^^, und aus diesen endlich mit Hülfe von 
(40) und (40 a) die äul'sereu Kräfte. iMau kann auch die drei 
Sehiitte der Bedmung znsammenziehen, nachdem man linh allg»- 
meme Formeln ans den voranateheDden gebildet hal» welcfae dtrect 
die iolberen Erlfte in Yerbindnng bringen mit den Gomponenten 
der Venttoknngen. FOr die Hamenkittfte haben wir dieae Foimebi 
angegeben in den Gleichimgen (67) oder {10), ftr die Oberflächen- 
kr^ta liefen sie sich leicht bilden. Der Wc^ mr Lösung der Auf- 
gaben der zweiten Klaaae ist der umgekehrte. Man setzt die Tor- 
geschriebenen Kraftwerthe in die linken Seiten Ton (40) nnd (40a). 
Die Gleichungen (40) hodeuteu dann Ditferentialjrlr-irli'infren für die 
Stressdaten, welche integrirt werden müssen; die (Tieichungen (40a) 
spielen dabei die Bolle von Torgeschrieb^en Grenzbedingongea. 
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Socbum mnb man ani dan gefimdmea Integralan mittels (65) und 
(6fta) die Straindaten beredkman. Wild nach dan Yairackniigaooiii- 
ponanlen gafrag^ ao hat man eine abemaligalDtagraiioii auszufUmn. 
Aaeh diese beidan Intagniitionen kann man zu einer Aufgabe SB- 

aammenfassen, wenn man sich der fertigen Diflerentialgleichungen 
zweiter Ordnung für die Verrückungen, also (67) oder (70) bedient, 
was namentlich da von Vortheil ist, wo sidi die Oreuzbedingungw 
leicht als Vorschriften für |, t], t ausdrucken lassen. 

Für beide Klassen von Aalgaben sei auf einen wichtigen Üm- 
stand hingewiesen, welcher es erlaubt, mu gefundenen einfachen 
LOeongen aolcha suHunmemnnefeiaii, walohe eompBoirteraii Bedin- 
gungen antipfaahaii. Niodieh sBmmUiehe 13 Gnmdglaioliimgaii 
Bind finaar, d. k aie antiudian aar die eisten Potansen dor dmoh 
sie in Verbindong gebraabtaD Goofdinatonfimetionen. Hat man alao 
swm Terschiedene Aufgaben gfllOat vod setzt man die dafiir gefun« 
denen Werthe in die Gleidiangan täa, so liefert die Addition der 
entsprechenden Gleichnngspaare immer wieder ein Gleichungssystem 
Ton der nämlirben Gestalt. Man hat also die Lösung einer com- 
plicirtereu Aufgabe gefunden in welrber Rowobl die äufseren Kräfte 
wie auch Stresa, Strain und Verrüclvungscompouenten sieb als die 
Summen der für die beiden einfacheren Aufgaben gültigen Werthe 
herausstelle Das Gleiche gilt natürlich auch, wenn man Tor der 
A^Üon jedaa Oldehongssystam noeh mit je eniem Zalilanfi i e tor 
erweitert oder wenn man mehr als swei elaatigebe Gleichgewiohta- 
soitlnde anpei|Knirt Zn beaditen ist dabei nnri dab die dnrdi 
Addition gefimdene Geaammtdelbimalion nlehl ■ttrker um dai^ 
ala bei der AnMUang dar Gmndglajcihnngen als sottadg angenommen 
werden mufste. 

Wir beginnen nun mit einer Reihe ^noBeher Aachen der 
ersten Klasse. 



§ 36. Gleichförmige Deformationen. Vernachlässigung der 

Wiikung der Schwerkraft 

Efam Befinmalion nennen wir dorob einen anagedeihntan KOrper 
bindardi gleiebfiSmu^ wenn die abelmn räumlich oooalant nnd die 

Drebvngen XfAP gleich Null sind. Die Yerrückungscomponenten sind 
dann lineare Functionen in Bezug auf jedes im Baume Oder im 
Körper festgelegte Coordinatensystem. In letzterem Falle werden 
sie im ganaen Körper dargestellt durch Gleichungen (12) auf S. 26. 
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Der ganxe EOip«r, so ausgedsluit er leiii mag, bildet dann ein^ 
eogenannteii „kleinexi*' Bereich im Sinne dee !!)• Die ersten 

Differentialquotienten der Verrückungen werden constant, folglich 
alle zweiten Dififerentialrpiotienten cU>irh Null. Auch die Yolum- 
veränderung <a wird constant, mithin auch deren Diflferential- 
quotienteii gleich Null. Die Gleichförmigkeit der Deformation 
fordert also im Besonderen 

Mm. M M*. öoi d(o dt) - 

^«-^'--«f- öJ= öy= ö»— 

Die gleiche EigesBchaft besitzen abrigenB auch gewisse nittfiwdi» 
finnige Deformationen, die mit Drehmgen der TheUehen TerbondeiL 

sind. (Siehe Torsion!) 

Durch diese Forderungen ist das gliedweise Verschwinden 
der rechten Seiten tlrr droi KraftgieichiintTn (67) flii«<?esprochen. 
Soll also in einem ausgedehnten Körper eme crlrif Iii rmiL'e Defor- 
mation herrschen, so dürfen keine äufseren Feriikr Utj' aur die Masse 
wirken. Zu derselben i^rkemitniTs gelangt man auch (iurch Be- 
trachtung der Gleidiungen (40). Soll nämlich der Strain r&umlich 
oonetani aeiiit eo nulb bei jeder homoKenfiii SubsUuis der Strasi ee 
ebenlidls sein, dieDÜEBrentialqaotieiiteii der .^.^ . . . mfinea iSoimt- 
lich Nun aeiiiy fidgUdi meh die Itnkeii Seiten ftT, ftZ, Diese 
SeUvCrfolgenuig darf man nidit nmdrelMn« Es ist keineswsigs noUi- 
«endig, dafs jede Deformation, irelche ohne Fenikrifie bestehen 
]atnn, deshalb gleichförmig sein mufs, denn es können sich sehr 
wohl die rechten Seiten der Gleichungen (40) oder (67) gleich Null 
herausstellen, ohne daffe die einzelnen Terme gliedweise Tcrschwinden. 
Es können sich z. B. in der letzten der Gleiohiingen (67) die beiden 

Glieder — JT'Jf nnd —K{l + 2ef) fibers]! gegenseitig anf* 

heben. (Später, bei einem besonderen Falle der Biegung, werden 
wir dieser EnwlMlnQng begegnen.) Die ridhtige Umkehmng des ge« 
foidenen Sataee kann nur laaten: SolMld FemkrIAe anf die Hasse 
des elasfeisolien Kftipen irirlnn, kann dessen Defimnation vnter 
keinen Bedingnngen eine gleiefafiJnnIge sein. 

Da nun der wiofatigrte RepiUentant dieear ICassenkräfte, die 
Schwerkraft, überall auf der Bide wirksam ist» so folgte dafs unter 
irdischen Verhältnissen streng genommen eine vollkommen gleich- 
förmige Deformation eines ausgorlehnten Massenliereiches pir nicht 
hergestellt werden kann. Wir haben aber bereits am Beginn dieses 
Bandes in § 5 gezeigt, dalis man einen beliebig deformirten Körper 
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tUk immer zeriegt denkan kann in sogenante „kkine^ Beniolie, 2nn«K«> 
lulb deren die Deformation als gleichfi^imig angesehen werden darf, 
nnd wir haben damals auch schon hervorgehoben, dals es dabei 

wesentlich auf die Art der Deformation und die Terlangte Genauig- 
keit der Angaben ankommt, wie man diese kleinen Bereiche 
uiiirrrenzen muls. Je stärker die Massenkriifte sind, um so gröfser 
muhi>en einige der /weiten DifFerentialquotienten der Verrückuneen 
sein, um 00 merkiiciier mula also der Charakter der Deformatiuu 
TOn Ort zu Ort wechseln, um so enger müssen daher bei gleicher 
G«DMigkett d«r Angaben die Ueinen Bereiche nmgrenst irordea. 
Ln enIigegengeeetsteE Falle, wenn die Maaaenkfifte TeriUÜtnifamttfeig 
eelir adiwaioh iind gegenüber den auf die Oberflftobe des Efizpess 
auBgeübten Dnudc*, Zug- oder Sebobfaflften, und wenn kftrtere derart 
vrrtfieilt sind, dab sie allein dem gesaaunten KOrper eine |^eidi> 
förmige Defonnaüon erthdlen wfiiden, dann kann man soldi einen 
kleinen" Bereich über einen weiten Raum oft über den ganzen 
Körper ansfiehnen, ohne dafs die IJngleichfÖrmigkeit hei der Ter- 
langten (Genauigkeit spürbar wird. In flif"'er bequemen Lage be- 
tindet man sich häutig gegenüber der Schwerkraft Die defornuiende 
Wirkung des eigenen Gewichtes ist bei wirklich festen Körpern 
Ton mäüsiger Ausdehnung vollkommen verschwindend; dasZusammen- 
iinkiBi mlelMB ntan & B. bei Oalkrte deotlidi walmliDait nnd 
mlchea auf Sdoebongen der Schichten bembt, spielt bei festen 
Eöipeni gar keine Bolle; andi die Abnahme d«r VolnmoomprQeaion, 
die man bei Lnft achon in mliaigen Terticalen Diatanaen naoh- 
iraiaen kann, ist bei festen Körpern Terachwindend. Deshalb darf 
man die festen elastiachen Körper, wenn sie durch eine Unterlage 
oder eine Aufhängung am Fallen Terhindert sind, häufig so be- 
trachten, wie wenn sie der "Wirkung der Schwere ent?:ogen wären, 
rhiirakteristische Erscheinungen bleiben frpilich übrig, in denen 
iTHia le die Deformation durch das Eigengewicht eine besonders 
wicliüge Rolle spielt, z. B. die Durchbiegung horizontal liegender 
Balken, welche nur an den Enden oder nur in der Mitte unterstützt 
sind. Überhaupt bei allen Körperformen, deren Anadehnungen in 
euer oder swei Bichtnngen sehr gering gegen die fibrig bleibenden 
Bichtongen ist (lange Slibe, ^blnne Platten), wird die deibrmirende 
Wiikong des Eigengewichtea am meisten apttrltar nnd awar nm ao 
stärker, je grölber bd geometnacb4hnIiidier Qeatalt die Dimttiaionen 
der KSrper sind. Denn bei einer gleichm&lb^;en Vergrößerung 
•aller linearen Abmessnngon wächst das Volumen und damit auch 
daa Gewicht wie die dritte Poteax der Vergrilisennigaiah], die Flächen 
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aber und mit ihnen die elattiiolw Feitii^t miiliieii nur nie des 
QoednA der VeigrOlseningneliL 

9 37. GlüidifOnnlge raine YolumTeariiidentiifr 

• 

Ein homogener iBotroper EAiper Ton beliebiger Oeetalt «>11 in 
Buhe beetehen unter einer reinen YohunTer&nderung, welche im 
ganzen Inneren den festen Betrag e» — oonst beeilst Welche 

Kräfte sind dazu nöthig? 

Die Warthe des Strain werden im ganzen Körper: 

a«6«-o»y, /sm = »sO. (7d) 

Bennizt man nun die Oleichongen (tj5} zur Aufßnduiig des 
Stress, 80 kommt: 

.Y, = « = - 2 Ä'- ^ - 2Kd . ö) = - 2Ä'(Ö + i) • öi. (ISa) 
Benntct man aber die i^dibedeiitenden GleiohiuigeQ (66^ so kommt: 

J^-> r,-Z.- (78b) 
Die drei anderen Daten verschwinden 

r,»Z,.j[;.0. (78e) 

Man sieht, wie sich in Gleichung (73 a) die KncHHOFF'schen 
Coeflficienten K und ß zu der Gruppe vereinigen, welche wir bereits 
in Gleichung (64) als das Mals für dnn Widerstand gegen Yülum- 
veriindt'nmg erkiinnt haben. Hätten wir nicht von Anfang au den 
Volumujudul U neben dem Formmodul A' als ein ausreichende« 
Coefficientenpaar eingeführt, so würde uua II erst hier in seiner aus 
K und 0 siwulunengesetzten QestaH begegnet sein. 

Da die drei Heuptdraeke einander gleiflii lind, ist der Stvees 
in allen Riehtnngen der gleiohe nnd siebt senkrecht auf jedmi» wie 
aneh immer oiieiitirlen Ellehenetomeni Ans dem Hunisseielieii 
erkennt man« dafe er bei positiTem e» (VolomTergriStfoening) ein Zug^ 
bei negativem <o (VolomToUeiaenillg) ein Druck ist An der freien 
Oberfläche des Körpers müssen ihm äuTsere Flächenkräfte das 
Gleichgewicht halten. Diese tindet man ans Gleichnngen (40a}, die 
hier die einfache Gestalt annehmen: 
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^ =» — Hm OOS ««^ ^ ~ ewnjf, Zt^tm ^ E» oob n» (73d) 

und fttr jodes OberflftdienoloBiaDt d9 «ine nnMraiids Enft tob der 
LitensHM Hm'dt üefiem, weldie nonnat anf dem FIftchanelement 
itebt Bei ponÜTem « mnb die Kraft das FUbehendenieiit nadi 
mSuok neben, bei negatiTeiii m nach innen drücken. 

Gleichmärsige starke Normaldracke auf die gesammte Ober- 
fläche eines Körpers kann man in der Praxis herstellen, indem man 
den Körper mit einer Flüssigkeit in geschlossenem Qefafse nmgiebt 
und letztere durch Eintreiben eines Stempels comprimirt. Denn 
der gleichmäniitro hydrostatische Druck i'^t der einzige in rnheuden 
Flüssigkeiten bestehende Stress. Der aut den Stempel von aufseu 
geübte Druck, den man messeu kaun, mdem man die angewendete 
Kraft (etwa Belastung durch bekannte Gewiclite) durch den Quer- 
schnitt des Stempels dividirt, yerbrdtet sich gleichm&fsig durch die 
ganse Slflssigkeit und drückt mit gleicber Stftike anf alle Be- 
grsnnmgsfl&chen, sowohl auf die SIempelfl&obe, die dadnroli im 
GHelohgeiricbt gdialten irird, irie auf die Wandnngen des Geftbei^ 
wie aacb anf die Oberfläche des eingetanchten EOrpea. 

Femkräfte auf die Masse dürfen niobt wirken. In Besag anf 
die Schwerkraft güt das im Torigea Paragraphen Qeugte, doch ist 
stets zu überlegen, wie weit man jene Vernachlässigung nur treiben 
darf. In der Thermodynamik z. B. betrachtet mau den Druck, unter 
dem em abgeschlossenes Massensystem aus im^hreren Phasen im 
Gleichgewicht ist, meist als eine räumliche Constante, uLne darauf 
Bücksicht zu nehmen, daiti doch einige Theüe unteu liegen müssen 
und durch die darüber gelagerten stärker gedrückt werden. Bei 
den leichten Gasen nnd ÜMtanpfen ist dieser Umstand anch gans 
nnwesentlieh, bei schweren Flüssigkeitsn aber, namentüeh in Ge- 
flüsen von bettichtlicher WBhü, mn& man doch mitnnter diesen er- 
stand berücksichtigen; s. B, wichst in einer Qneokrilbenlnle von 
76 cm Höhe, wenn man rom obeien Spiegel bis smn Grande herab- 
steigt der Drook irnmayhiti xaa eine ganse Atmosphftre, 

§ 88* GletchfOrmige reine Doppeleeheenuig; 

Ein homogener isotroper Körper erfahre die dnroh Gleichungen (28) 
in § 18 dafinirte Doppelscheerong 

{-0, fi^&'Z, t'-^'V, (74) 

wo 1^ eine kleine, im ganzen Körper constante Zahl bedeutet. Welche 
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änfseren Kxäfte aind erforderlich, am diese D«fonnatio& in Buhe zu 

erhalteu? 

Man tindet folgenden btrain: 

alto 

DamoB nach GlttehnngMi (M) und (66 a) den StiMt: 
aber: ^ (74b) 



I 



An der Begrenzung müssen nach Qleichungen (40 a) folgende 
Fläohenkräfle wirken: 



^^0 



(740 



ihre Bfsnltante ist al80 in Intensität nnd Richtung durchaus von 
der Onenlirung des Oberflüchenelementes abliängig. Um die über- 
sichtlichsten Umstände herauszugreifen, wollen wir dem deformirten 
Kurper bestimmta einlache Gestalt zuscliroibeu: 

Wir wollen jetzt annehmen, der Körper habe die Geetalt eines 
zeobtwiakligea Faranoleirapedi^ denen Begrenzangsebaun aenkiedii 
auf den drei OooKdinatesriditiuigen eteben. Wir nebmen die »>Aac6 
gegen den Beeobaner geriebtet» die y-Axe naob reebta» die «-Aue 
nadi oben. Auf die rordere und die bmtere Chramfliehe dürfnoi 
dann keine Kräfte wirken, denn es ist hier oot w eoe 0. 
An der linken OrenzflAohe aber ist n = + y, also eo8»y= + 1, 
cos nz ~ 0. Wir bekommen also nach (74 c) hier eine Kraft in der 
r-Kicbtung: —2K&, dies ist eine tangentiale Schubkraft mit 
negativem Zeichen, sie srliiebt also die linke Wand nach unten. 
Aul" der rechten Gren?.fi:ic]it% wo n =» — y, mithin cos »y =» — . 1 ist, 
erhalteu wir die entgegengesetzte Schubkraft 

welche die rechte Wand nach oben schiebt. Die untere und obere 
Grenzfläche sind durch » » ± also durch cosny tmii, cos nx^s 
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charakteriairt Mau erluiit also f&r diese beiden Fläohea reiue 

diiToh welche die untere Fläche nach links, die ohere nach rechts 
geschoben wird- Die Ausdrücke ±2K& bezeichnen die Intensität 

der Kräfte pro Flächeneinheit. Um die Gröfse der mechanischen 
ELräfte zu linden, muls mau diese also noch mit den Reitenflä/ihen 
multipliciren. Man erhält so zwei absolat gleiche Kräftepaarei deren 
Momente 

VjßA, p, q, r bedeuten die Kantenlängen des Körpers. Das eine ift 
redhtsdrehend, das andere linksdrehend. Die drehenden Wirkungen 
heben sich also auf, die scheerenden Wirkungen rerstärken sich. 
Die erforderliche Stärice dieser äufseren Kraftwirkungen wird be- 
dingt nur durch den F jnii-Mndal K, das Vohimon p • q - r und die 
kleine Zahl 2 welciio die Verzerrung des rechttn Winkels zwischen 
den ursprünglich mit y und x parallelen Kanten mifst. 

Noch eine zweite Gestalt des Körpers wollen wir jetzt annehmen, 
um zu zeigen, wie die nämlichen Ausdrücke (74 c) bei Tenchiedener 
Lage der Obetfiftohen ganz vendiiedene Angaben enthalten. Die» 
selbe dnreh (74) TOfgesohriebene Doppelsclieening soll einem ?eeht< 
irinUigen FtoaÖelepiped erteOt verden, deaaen Lage gegen die 
Goordinatazen man aioh dadnroh TeranaehanKdiai kann, daft aum 
den Kfiiper des Torigen Beispiels dnndi einen halben reohten Winkel 
nm die a>Axe gedreht denkt 

In Fig. 7 ist sein Querschnitt mit der verticaleu (y, ;)-Ebene ge- 
zeichnet. Die vier schrägen Seitentiächen sind durch die daaelbst 
abzulesenden Indices 1, 2, 3^ 4 numerirt^ es zeigt also 

% naob finks oben 
14 « leditB nnten 
^ links nnten 
f»4 ^ reohts oben. 

Die inneren Normalen auf den beiden übrigen Flächen weisen 
lionzontal nach hinten und nadi tohl Auf diese beiden dtlrfen 
also^ wie im vorigen Beispiel^ keine Krifte ynAm, denn es ist dort 
OOS »y m Goe »4; » 0. 

Anf den vier scihilgen Flftoken shid oos nnd oos n» flbenll 
dem »bsolnten Werte nach gleich NegatiT8mdoos«|y,ooen,y, 
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008 fij X, COS - , positiv sind cos cos »^y, cos «, x, cos x. 

Die Oberfliicheakräfte haben also nach Qleiohangon (74 c) folgende 
WerÜie: 




Fig. 7. 

Bildet man daraus die Resnltanteilf 
4 Indioes den gleichen Betrag: 



ao findet man für alle 



Die BiebtDiigeik lattap steh ans dm Voneiohen der voiatehen» 
den &aftcompon«nteii leidit ablesen, und sind in Fig. 7 durch ge- 
fiederte Pfeile angegeben. Sie elebea auf allen vier Flächen senk- 
recht, auf 1 und 2 sind es normale Dmcke, auf 3 und 4 normale 

Zugkräfte. Die Begrenzungsflflchen unseres Körpers liegen jetzt 
n;in>!ifh normal zu den drpi HnnptnT'''n 'los Str?iin und Stress, die 
äulseren Fläclieokräfte haoeii daiier die inuereu Hauptdrucke, welche 
immer normal stehen (vergl. § 25), im Gleichgewicht zu halten. Die 
drei liauptdüat.Htiuueu m den gleiclieu llauptiichtungeü (Kauten deb 
Körpers) sind 0, - &, +& (rergL § 14). Man hfttte die Ober- 
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fliehmtarftfte für diesen Körper aneh finden fcOnnen, indem ouui das 
^ »ySimM drehte und dum an Stalle der Fonneln (74) die auf 
diese neoen Axenajitau besQ^iefaen Fonneln 

ans den Gleidiiingen (24|) der Bechnang su Grande legten 

Da jede letne Fonnlndening «laammengeeetat werden kann 
ans swei Doppelselieentngen (veori^ § 14), nnd da der Snpetpoeitimi 
der VeirttekiiBgen soek die der Erlfte entaptieU^ se liegen in den 

drei Formeln (74 c) die Angaben für die OberflftchenkrSfte zn allen 
gleichförmigen Deformationen, denn eine eventuell noch geforderte 
Volnmändening kann man durch Saperpositioii flinee hydroatatiaohen 
Dmckes immer leicht hiomfUgeQ. 



§ 89. Zwei glelöhA Haaptdl]ntation«n. 



Gegen Ende von § 10 werde der Fall sweier gMeher Hanpt- 
dOatatioiien bereits betrachtet als Ikadieinmig; hier stellen wir unn 

die Frage, welche änfseren Erlfte geeignet sind, ihn n enengen* 

Wir legen die o^Aze in Biohtnng der einen ausgezeichneten Haupt» 
düateüon ; die y- und z-Axe geben dann, wie sie gelegt sein mögen, 

die zwei Richtungen der anderen Hauptdilatationen von der gemein- 
samen <4röf8e (T^, denn diese herrscht in allen auf x senkrHchten 
EichtuDgen. Die Straindaten besitzen im ganzen Körper die lestea 
Werthe 



'1» 



Die Volmndilalation ist « m + 

Die Stressdaten üudet maji nach (tiö) oder (66): 

5;- - 2Jrv, - 2K0{a^ + 2 ff,) 
oder - - -crCffi + 2Gr,) - | K{(t^ - a,) 

» . ~ 2X'o-, - « JTÖ (ffi + 2 ff,) 
oder - - H(ffi + 2ff,) + I K{a^ - ff,) 



(75) 



(75 a) 



An der Oberfliohe mUnen naeh (40a) mit Hinbliok anf tdi^ 
stehende AnsdrOeke fblgende ftn&eren Flftokenkrftfte das Gleiehge- 
gswiolit herstellen: 
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y„- r, ooenf 



(76 b) 



Man intir<; sich dabei f^r X^, T^f die TOrstohdndm Ansdrücka 

mit aj tmd «r, eingeseUt denken. 

Um auch in di^^ser Aufgabe auf die einfachsten Verhältnisse m 
kommeu, wollen wir dem Körper eine dem Cliarakter dieser De- 
formation angepasst« Gestalt zuschreiben; er sei begrenzt durch 
einen heliebigen Cylindermantel. dessen erzeucrende Geraden parallel 
der Hauptdüatatiou <7j, also parailel der avAxe laufen, und durch 
zwei darauf senkrechte ebene E^idflftcheii. An diesen beiden End- 
ftkibeii iit »KI i: X, abo eo§n»» ± l, cos cm»«« 0, dort 
mHasen daher aneh Y^ = Z^^O sein; es dflifen niir nocmale Dmck- 
oder Zngkiifte sngreiftn. Man dwrehiwhaiit auch leieht, dab dieee 
KrXfle anf beiden Bndflibhen entgegengeeetst ^eioli 8«m mflssen 
und dafs sie einen positiven Druck anieigen, wenn dar algebraische 
Anadruck yon X,, welcher in Gleichungen (75 a) uigegeben ist duoh 
zwei Glieder mit explicitem Minuszeichen, thatsSchlich einen posi- 
tiven Werth annimmt. Ist der Werth von A'^ aber wirklich negativ, 
so wird dadurch Zugkraft auf beide Endflächen gefordert. Welcher 
von beiden Fällen zutrifPt, hängt vou den Vorzeichen der gegebenen 
Zahlen und ab; fallä sie ungleichsümmig sind, kommt zom 
Theü dabei auch noch das GröDsenverhältnils der beiden Elasticitäts- 
Mbdnfai der gewählten Substanz in Frage. 

Die Flächenelemente des Cylindermantels h^en die Besonder- 
heit, dab 4eoren Nonnale Ikberall aenfarecbt mr »»Bicbtiing itehi 
Dedialb iat dort oos»«»0 nnd ooa»j6 viin»y, wie ancli die 
Leiftcarre dar pjrlmdefdlehe gestaltet aean mag. Foli^Sch neluaen 
die Oomponenten dar Obei6ftdienlnr&fte (75b) anf dem 
folgeiide Geatalft an: 

« ooa »ff 

Z„-2;,iin»sf. 



Da ÜBcner nach (75a) andi » 2^, ao findet man 

^-tang»ir. } (76 a) 

Daa bedeutet aber, daJa die fieaoltante der Fl&cheakiaft in die 
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Bioktong ± n fällt, abo elioiMs sfceto dne UMmilB Ünick* odar 
Zngknft 9tm molk Ihn Litemittlt ist; 

^-rv+v-y,-^. (76b) 

also für alle Fl^hentheile des CjUndcrmaiitels die gleiche, unabhängig 
Ton der fiichtnng der Normale. Ihr Werth in «r^ und findet 
aidk in Glaöhungen (75 a)^ lie bedeatet Drude oder Zug, je naohdem 
dieear Werlih podtiT oder negaÜT aiufUl^ ms wieder m dar Yor- 
adizift der vnd «r,, autuntar ttooh tob der GtBIm der beiden 
SÜMtidtttnDodnfai ftbhftngL 

Wir wollen niin einige bee(aid«e FMle dieeer GrjrljnderdelanBai- 
tion betrachten. 

1. Die Hauptdilatationen fr^ und rr^ seien so gewählt, daüs das 
Volnmea ungeändert bleibt. Dann mois a> m «Tj + 2<rg ^ 0 seiii, 
nuthin 

(77) 

Daraas folgt füi die £räfte an den F.ndfl6«hen; 

iC;--2Jra-i (77 a) 

und fOr die Srifke am Qylindenaantel 

n^^+Ktr^. (77b) 

Bedeutet o-j eine wahre Längsdehnung, besitzt also einen positiven 
Werth, so hat man auf die Elndflächen Znc^^rräftc auszuüben, auf 
die Cyiinderoberfläche Druckkräfte von der iiHlben Stärke. Man be- 
merke auch, dafs die filr Volumelasticität charakteristischen Coeffi- 
cienten ö oder H ohne Emiiuis auf die Werthe dieser Kräfte bleiben. 
Diese Deformation ist ein besonderer Fall von reiner Form- 
lademng. Iba bitte ne raeb nadi dem Hnster des Torigen Fsift* 
graphen ans swei Doppdaebaerimgen znsammensetMn kutanen. 

2. Der OjUndm adU ahne Aendaroag seines Qoaisdinittes in 
dar LSogniditDng gaddmt werden; wir sollen also posüb und 

0 satsan. Dann wird: 

= - 2Ä(1 + 0)-a, oder = - iK)-a, 1 
i^«-.2J£Ö-ai oder » - {B - ^JQ-a^. } ^ ' 

Bdda AnadrO c ka dnd negativ» fiirdam also Zogkrlfta sowohl an dan 
Bndfläcben wie am Qjründaniaatd, doch mnft dar Zog in dar Llngs- 

10* 
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riehtang stlrker tdn, weil (1 + <9) gröCser als 6 ist. Bei den sekr 
festen Substanzen (Stahl, Glas), deren d sich dem Werihe | nlüiem, 
mofs der Längszug etwa dreimal so stark sein, wie die Querzüge. 

Einem dritten Sonderfall wollen wir seiner fheoretisclipn und 
praktischAn Wichtigkeit wegen einen besonderen Paragraphen widmen. 

§ 40. Fortsetzung. Auf den Cyliriderinantel wirken keine 
Kräfte. Spannung eines Drahtes. 

Die BediBgongen ftr die beiden ralelst bainchtetoii Artoa der 
Pjrlxnderdefoimatieii sind experimentell wohl kaum heraiulellen, irafl 
man die georderten gldchrnftfingm Dmok- oder Zn^bftfte auf 

dem Cylindennantel nicht recht anzubringen versteht Die in der 
LingRiohtiuig an den Endflächen nStlu'gen Kräfte kann man da- 
ge^ef! in verschiedener Weise verhriltnifemäfsig leicht herstellen. Soll 
ein l 'ni k erzeugt werden, so preist man den Cylinder zwischen 
zwei möglichst harten parallelen Platten ; die äufsere Kraft kann 
man entweder durch starke Belastung, durch Hebelwirkungen, An- 
ziehen von kSchrauböii oder durch eine hydraulische Presse au bringen. 
Freilidh werden dabei, stireng genommen, auch die ebenen Platten 
dÄTormlrl^ indem die Endfltehen dei Qjrlinden licli in dieie kmein- 
drUokea und dabei nothwendig eine wenn aoeli ediwache oon?exe 
Eifimmnng annehmen. Es entsteht dadurch in nächster Nl^ der 
Cljrlinderenden eine ungleichförmige Defoimation, eher bereite in 
Querschnitten, weldbe nur um die Länge der Clylinderhreite von den 
£nden abstehen, kann man getrost annehmen, daCs ein gleftchmäTsig 
vertheilter rein axialer Druck den ganzen Cylinder durchsetzt 
Noch leichter ist es longitudinale Zugkräfte herzustellen: Man braucht 
den (/vlinder nur vertical aufzuhängen und an seinem unteren Ende 
ein schweres (Tcwicht zu befestigen, welches den Cylinder spannt 
Auch hier iial inan in nächster Nähe der Aufhäugungsvorrichtung 
und der Befestigung des augehängten Gewichtes ungleichförmige 
DelbimationNi und Erikfte m erwarten, die aber berdts in geringem 
Abetaade too den Enden in einen gleiehmftbig Tortheilten 2kig Ober» 
gehen. Das spannende Oeiricht molk da^enige des Clylinders eeihet 
weit Ubertreffeui aadeni&llB werden die dadmeh «nengten 
tonationen unmerklich klein oder, falls es doch gelingan sollte sie 
zu epttren, jedeaÜEdls im ganzen Drahte ungleichförmig, denn dann 
ist die deformirende Wirkung der eigenen Schwere des Cylinders 
nicht mehr verachwindend gegenüber der durch die Beiaetoog er- 



Digitized by Google 



§40 AIV im OYLnniBRMAllTEL Wl 



KEINB KBilTS. 149 



zeugten, die Bemerkung am Schlüsse des § 36 über die Vernach- 
ISssigung der Schwerkraft wird dann hinfällig, und diese Schwierig- 
keit mnfs muTi /u V! rnn idon pnchen. Um nun mit mäfaigen Spaunuugen 
?on wenigen Kilogtn.iiini^'cwicliieu merkbare Deformationen erzielen 
zu können, giebt mun den Cylindem die Geatalt langer dfinner 
Drähte, in deren frei herabhängender Länge dann ein gleichmäiäiger 
longitadinalflr Stnei hentcH ^Maem Werlli mau genta aagelieB 
kaoiL lafc die angehängte lÜMee, >o iat die epanitende Kraft 
gleieh Jf*jr. B» dieee ndi ^dolmlfiBg flbeor den Qiunoliniit q dee 
Dcalitas Terihdlt» eo ist die Fliclieiikzaft 




Das Minuszeichen bedeutet Zug. Die GrOJben der rechten Seite 
sind recht sicher bestimmbar, M mit der Wage; die Schwere- 
bescbleTini^nn? 7 ist fi^r jedf^n Ort genauer ermittelt, als hierfür er- 
fordt ilK Ii, l^>t stnumung des Querschnittes g ist verh^ilimlsmäfsig 
die unsicherste. Die geometrische Ausmessung, etwa Bestimmung 
des Durchmessers, giebt Resultate von geringer Zuverlässigkeit. 
Ueberdies paist sie nur für kreisiermige Querschnitte, die ja die 
gewöhnlichen Dr&hte wohl naliesa beeiiMn, die aber in nneerer 
Tlieorie gamicht gefixrdert «erden. Am besten mibt nun q, indem 
nun die Uaeee m in der BrabtlAnge I imd die Diehtigkeit |i des 
Meteriftk beetimmt Das Volnmen des Drabtee mt denn ^f , also 

m^fi'hq oder q = —f mithin 



Anf den Mantel des Drabtee iriifcen bei diesem Bq^etiment keine 
letOidien Eiiftep es ist slso 



Wenn wir nnn ftagen, weldie Deformation dnrcb dieee Spannung 
in dem Drabte berroigeniftn wird, so haben wir elgentüeb eine Ani^ 

gäbe der aweiten Elasse vor uns, denn die Kräfte sind gegeben, die 
Vcnflfiknngen werden gesucht Ee iai dies aber einer der Fälle, in 

denen man sicli die Lösung einer entsprochenden Aufgabe der ersten 
Klasw 'in Nutze machen kann. Wir brauchen nur unsere Gleichaugen 
(T.5a) zu betragen, wie man ffj und wählen mTifs. damit den 
durch das angehängte Gewicht bedingten und in (iieichong (79) a&- 



(79b) 
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jregebenen negatiron Werth annehme, und f^amit ferner i^^^^'- 
den Wertli Null bekomme. Wir erhalien äo zwei lineare Gleiciiimgen 
für die Uubek&untea und a^: 

X^^^%K<f^^9Kd{<r, + 2a,) oder --fl'K+2«r,)-fir(<r, -aj) 
0i--2jr«',— 2rö(<rj4-2ff,) od« »i^JGr(<r|+2ff,)+fÄj(ffj-<Tj)J ^ ' 

Die zweite dieser Gleichungen ist homogen, üefiert daher ein 
Met GhriUaenTerhftltDÜa swuohea den Unbekannten: 

Dies kann man benntzen, nm in der ersten Gleichung <r, dnich <r| 
Muumdxftoken, sie ninunt dadnroh die Fonn an: 

-^--"•1+25*'^ *^ --8¥+:ff*''- 

Diese beiden frlnirhunL'cn (81) und (82) entiialten die aus der l^oorie 
abgeleiteten voilstündigen Angaben über die gesuchte Delormation. 
Die zweite Gleichung (82) sagt aus, dafs die Verlängerung des Drahtes 
proportional der spannenden Krait wächst; der ProportioiiaiiUta- 
factor erscheint in complidrter Weise aus den beiden ¥ou uns bisher 
hwifltrten OMffe»eirten H BT wiifttininiwiigffiiHtliiitt BnaoiWhn^ 

irir dieeen Men FSmIot mü St 

nnd letien «jr ana Gleidrang (79) den Ansdrodk Air «in, ae 
lantet daa in (82) anageiprodiene Qeaeta: 

^-jr.^,. (84) 

Dieees Resultat der Theorie gehört zu den am leichtesten duroh 
experimentelle Messungen prOfbaren und beetfttigten Thatoachen. 

Dafs M, g, q genau bestimmt werden kSnnen, wurde schon erwähnt, 
es handelt sirh noch um die Messung von . Um die unregel- 
mäßigen Deformationen an den Drahtenden xu umgehen nnd um 
überhaupt scharf bestimmt« Endflächen anzanehmen, macht man 
auf der freien Drahtlänge oben und unten je euie feine Marke, 
auf welche man das Fadenkreuz eines Oculars einstellen kann. Die 
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beiden horizontalen (Querschnitte durch diese Marken bilden dana 
die Enden des betrachteten Cylinders; alles was aufserhalb der 
Murken liegt, ist nur Apparat zur Erzeugung der gleichförmig über 
die Endflächen vertheilten Zugkräfte Z^, Man bestimmt nun mit 
euiaiii EftäiotoiiMler dn Abstand l twisdMii IMm Mukm im 
Zostaad emer rnftCngen Drahlspaimiuig. Dami «riii5ht man die 
Spamnuig daroh Anhängen des Gewichtes Jt Beide ICarken eiv 
soihiuicni dann gesenkt» die mteie um mebr, mid die Difierens 
der Senkungen giebt die Verlängerung ?. der Drahtstradke die in 
Theorie beontzto Hagendilatation ist also 



<r,-| (85) 
and die Fonnel (84) lautet nun 

^-S-^ (86») 

oder 

oder 

(85c) 

Der Coefficient E ist die iiiteste durch Messungen festjErest^^llte 
elastische Gonstante und wird häufig ohne näheren Zusatz mit dem 
historischen Namen ,^asticitätsmodul" oder „erster Elasticitats- 
coefficient" bei den Engländern mit „Young's Modul" bezeichnet Man 
sieht aus Gleichung (85 c), d&Is man alle Mittel in der Hand hat, 
ihn recht genau zu messen f&r Sniwtansen, die skli eu cylindriscben 
oder prismatisoihen BriUiten formen lassen. Wo das Bedenkeiv dab 
das Katerial in gesogenen BcUiten nidht mehr isotrop ist, auftritt 
fhmt man gat^ ansgsgtfllite Drillte sn bentUaen. I>iiiiidi die hohe 
Temperatur pflegen innere Spannungen ausgeglichen zu werden. 
Ein üebelstand bei dieser statischen Me&methode ist die elastische 
NachwirlRing. Die Verlängerung X nimmt nämlich während der 
Spannung noch langsam etwas zu, und nach Aufliebung der Spannung 
bleibt die Drahtliluge anfanp noch etwas gröfser als der Anfangs- 
werth /. Eine andere Mel'smethode, Böstimmung der Tonhöhe von 
Longitudinalscbwingungen in Stäben, wobei Verlängerungen und 
Verkürzungen sehr schnell periodisch wechseln, ist ?ou diesem üebel- 
stande freL (Siehe § 55 gegen Ende!) 
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Die andere Seite der Krscbeiuuug imii^ die Qaeroontracüou des 
gflddmttn DifthiM^ uMm durah den ftttn mtgtünn. Werth des 
VedblltoiaMi ir,/«'^ in GleiohiiDg (81) angezeigt wird, kaui bei dieeem 
Eiperiment wohl nieiiiale dnioh Meesongen beetitigt werden, denn 
die vendiwindend kleine Veaninderong det heniti Ue&Mn DinhA» 
darchmessers entneht eidi der Beobachtnng. Poneecnr hiA mtnt 
diese Erscheinung ans seiner Theorie gefolgert, man nennt nach ihm 
den absoluten Werth jenes Quotienten die PoissoM'sche Zahl. Er 
ging freilich zu weit, und kam zu dem Schiufa, daJs diese Zahl für 
alle Suhstanzen den gemeinsamen Werth \ haben müsse. MessunEren, 
die nach anderen Methoden (siehe z. B. § 44 und 40) ausgelührt 
werden kuiinen, ergaben allerdings für Stahl und Glas Werthe nahe 
bei ü|25, aber für die meisten Stofi'e, auch gut elaatibche Metulle, 
zeigen sich grObeie Abweichnngen. Die WerUie liegen meist xwischen 
0,3 und 0,4. Wir woUen ftr dieie ZaUi daa Qblidie Zeiehen fi ge- 
bnoehen. BSi ist elao nach Gleiebnng (81): 

e , '6Ü-2K 



Die beiden Constanten E und fj. sind somit zwei nnnbhftngige 
Angaben, welche die ela.stischen Eigenschaften einer isotropen Sub- 
stanz ebenso vollständig zu charakterisiren verninirpn, wie eines der 
beiden bisher von uns gebrauchten Paare von ( oefticienten. Man 
kann auch durch leichte Umrechnungen der Gleichungen (83) und (86) 
die anderen Coeiiicienten durch E und /i aut^diuckeu. 

Um diese gegenseitigen Beziehungen der verschiedenen Moduln 
ttbeirichtüflk bei «inender sn heben, eei fi>Ignde TiibeOe (87) auf» 
geBtaB^ in wnleber nr kenen Beieifliiming das Vtmtl^d 'K t mvim w, 
dm VtM HfKEmaanaa^ des Bmt J^i» YomiQ-PoiBBQir genannt ist 
Die Mier soiion geAmdmen Belatiooen (64) and (64a) worden der 
VoUsÜndi^eit wegen mit aufgeaoBunen. 

Für die sehr festen Substanzen, wie Gufsstahl und Glas, bei 
denen die PoissoK'sche Zahl nahezu den Werth /u = |, die Ktrch- 
HOFF'sche Zahl also nahe/u den Werth ^ = 4 besitzt. Kann man statt 
der verschiedenen aufgeführten Formeln mit folgenden Nfthemngs- 
formeln auskommen: 

5A'= 3^=2 21?, (öJa) 
wofür auch die Proportionefolge 

Jir:£:JS»6:10:15 (87b) 

gesetzt w^en kann. 
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9 41. Tontoo. 

Bei den bisher in diesem Tlieile betrachteten Arten von De- 
formationen waren die Straindaien duruix den ganzen Körper con- 
staato SSahlen, die Tenficknngscomponwteo also lineare Fancüoiien 
dar QrtMsoonUiiataL Jetxt wolleii nir noeb xwei iridbtige Definm*' 
tknen, Tonion und Biagnng^ betraohten, bd deoan die VcRttokimgm 
dneh Ausdrftcke sweiton Omdes daigeeteHt werden mflnen, so dab 
die Straindaten selbst noch linear von den Coordinaton abhin^ig 
sind. Die Deformationen können nicht gleichförmig genannt werden, 
auch sind sie mit Verdrehungen der kleinsten Theilchen verbunden. 

Die regelmä.fsige Torfsion definiren wir als ei'nr Deformation, bei 
welcher alle Punkte eines Massenbereiches um eine feste gerade 
Axf (wir wählen diese zur x-Axe) auf Kreisbögen verrückt werden 
um Winkel, weiche proporliuiial der a;- Abmessung der Punkte waclisen. 
Von der y- und ;i-Abme8suijg sollen diese Winkel unabhängig sein, 
alle Punkte also, welche in ein und derselben auf der Torsionsaze 
aankreeliten Sbene liegen, wwden «m den ^eioben Winkel gedieht^ 
relative Lageoftadervsgen iwieoben den JCti^tedern aokber Pankt> 
aobaaren werden dadnrch nicbt herr erg ebradit, Tielmehr eracheint 
die ganae Maaumwbani, ala wftre aia itenr, um enien mit 0iier 
^ATi«i^Hii |f l—i|Mw4iMMi«« WiairAi jpjuaii* Dagegen weiden ioldie 
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Punktreihen, welche vor der Deiormatioii eine zur Toraionsaxe 
parallele Gerade besetzten, so yenUckt^ dals sie eine Schraubenlinie 
failtef denn Neigung gegen dk »BiolitBa|p «m so grSfter ist, je 
weiter die belTAehtele Pnnklieihe wa der ftilen Tmioiiaeze absteht 
Damit die DefininatioD in allen IbeOen des JCMsenbereidbes eine 
kleine sei » darauf mllasfln nir bei festen elastiiwhen Stoffen die 
Betrachtung immer bescliränken — mvfe die Neigung der erwähnten 
Sohraubenlinien gegen die x-Richtang auch in den von der Tornons- 
axe entferntesten Theilen des Bereiches eine geringe bleiben. Da- 
gegen können die Drehungswinkel der Querebeneu grofsp ondlicbe 
Werthe annehmen, ohne daÜB die Deformation der Tlieilchen auf- 
hört, klein zu sein. Bedingung ist dabei nur, dals and *-Ab- 
messungen dann sehr klein gegen die x-Abmessuiiu; werden müssen, 
daia also der deformirte Körper in der x-Eichtung eine hervorragend 
langgestreckte dfinne Gestalt b^tzi Betrachten wir aber die 
Torsion in EOipem, wdohe nach allen Biehtungen Ansdehnangen 
von gleicher OxOlhenoirdniing seigen, so rnttmen anch die Dfefanogs- 
winkd aelbBt im gansen Bereich Uem bleiben, dieVetTttckongslritgen 
almmtlidi» Punkte dlliftn dann wie geradlinige Staecken betraditet 
werden. Da eine gemeinsame Drehung des ganzen Körpers um die 
Torsionsaze keine Deformation eneoglk ^sk^J^ man eine beliebige der 
Qucrebenen als unverrückte Grundebene, (?y, ^)-El)ene, festsetzen, von 
welcher aus dann die Abstände der anderen Ebenen gemessen 
werden. 

Wir schreiten nun zur analytischen Darstellung der besrhrie- 
beuen Torsion und beschränken uns dabei zunächst auf solche Ge- 
biete, in denen die Verrückungen als geradlinige Strecken celten 
dürfen. Wir betrachten einen Massenpunkt mit der natüiljchen 
Lage X, Er wird verrückt um den kleinen Winkel r, welcher 

proportional x sein soll, also mit Hfllfe «nes dwroh den ^uisen Be- 
reich oonstanten Factors aosgedrttckt weiden kaim darch 

Die Bedeutung von h ist leicht zu erkennen: Es ist die x-Ab- 
meosnng desjenigen Qnerebene, welche nm den endUchen Winkel t«» 1, 
daa ist et«» 57,3o, gedreht wird. Diese Abscine A liegt also weit 
an&erhalb des jetst snniehst betrachteten Gebietes, man kann aber 
in der YoKStsllnng die Torsion immer bis sn jener Btdle ^eich* 
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mäTsig fortgesetit daakea, wvan maik mcAi den SSim von A reran- 
sdundiolieii iriU. 

Beüblgaide Figiir 8 sldl« di« ra einaa bMtiminAeii poaHiTflii m 
gehörige Qiurebene dar. Die a>Axe ist gegen den Beeokaner ge- 
richtet und tritt durch den Punkt 0, Oy nach recht» und O« nach 
oben sind parallel den andoren beiden Coordinatazen. P ist die 
aattzUehe Lage eines Maasenpnnktas im podtLfen Quadranten, Q 
dessen Terrückte Lage. Es ist dann OP mm OQ = r = yy* + «* der 
Badins des kleinen Kreisbogens PQ = r - t. Es handelt sich also 
am die YerrflokangBOomponenten |» 9» £ der Besoltante FQ. Da 




Fig. 8. 



diflse in dar Qoenbana liagt, ist | » 0. Femar siaiht man, dala 
n « FN nagatlTS^ dab { «■ NQ posilifa Bicbtang besitst Ans dar 

Aehnlichkeit der rechtwinkligen Draiacka FNQ und PUO ai^ 
giebt sioh die Froportioiufoilga 

{—n^'i-rv = x'.y.r, 

Brweitert man nahts mit x, irodnrab daa GxOltoiTarUUtaiA maht 
vaiindari, aber die dritten Glieder idantiseh narden, so findal 

man — 9 v «t und ^ => yr. Diese Formeln gelten, wie man n/jk 
leicht überzeugt, mit den gleichen Vorzeichen für alle vier Qua- 
dranten derselben Querebene. Setzt man fllr t noch dessen Werth 
aus (88) ein, so erhält man die VerräoknngBoomponenten f&r jeden 
Funkt des betrachteten Bereiches: 



4 = 0, «--j-, £-f. 



(89) 
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IntanaMat isft w qoqIi die Neigonf dar obctt erwilmlBn 
Sdirubffliliiiiftii^ in mUsh» die usqpranglich geraden Faeem paraDel 
der Tbraionme llbergelien, kennen sn lomen. Betanditen wir ein 
knnet SUlclc einer eokben Fae«r Ton der Ufcnge « und dem Ab- 
stand r von der Aza Da» in der Qmndebene liegende Bade 



festy das andere Ende wird y errückt um die Strecke rr w 

h 

DiPRe Yerrückung und die nrsprüiigliche Lage der Faser bilden die 
Kat liefen eines sehr schmalen rechtwinkligen Dreiecks, welches streng 
genommen auf einen Kreiscylindermantel vom Üadius r gezeichnet 
ist, aber als eben gelten kann, so lange die Verrückunsr als gerad- 
linig gelten darf. Der kleine Winkel, welcher der Verruckungs- 
kathete gegenüber liegt, ist die gesuchte Neigung der Schrauben- 
liuie, wekfae nir ^ nennen wollen. Da man bei bo Uonen Winkeln 
die trigom om etriacke Tangente dem Bogenwevihe ^eiehBetamk dar^ 
findet man 

(90) 

Man könnte dieses Kp<?ultat auch dadurch finden, dafs man die 
Torsion bis ^^ni AIi.hi isso h fortgesetzt denkt. Das Ende der langen 
Faser h wird dauii auf dem Kreise vom Radins r herumgedreht 
um einen endlichen Bogen, r » 1, der Bogen ist also selbst — r. 
Han mnis das rechtwinklige Dreieck dann erat von dem Cylinder- 
mantel abseroUt denken, damit die Sdiranbenlinie rar gundlinigen 
QTpoittnae werde; der Neigungswinkel & aber ladet rncht urter 
dieaer Abwiebdong. Die kurae KaAhele lek r, die lange iat Jl^ aleo 

- wie oben. 
n 

Aus den Yerrückungen (89) müssen nun zunächst die Strain- 
daten abgeleitet werden ; dazu brauchen wir die Difierentialqnotienten 
der fff ^ oack den Coordioaten: 

Darana bildet man naeb Glaiebmigaii (lOn*) S. 21. 
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a«0 6*0 cmO 



(91) 



DiA Molis Striindslaii uhclmn ■ind dnnlnreg unabhängig 
von 9, a» gsllen daher anoh für grOtee AMaaeii in dmen die 
VeirllQbmgen nicht melur geradlinig^ aondern denHich gebogen ev- 
aoheinen. locale CShankter der Toraion Ueibt sndi dort der» 
aelbe» Man branebt in einem solchen Gebiet mit grober Abaeiaae « 
aor eine gemeinsame endliche Drehung des Ganaen forgenonunen 
zn denken, oder das (y, «)-Kreuz der Coordinaten zu drehen, um 
dort wieder unendlich kleine Yerrückungen zu finden. Mit anderen 
Worten: Die in den ersten zwei Zeilen der Gleichungen (Ol) an- 
gegebeneu Straindaten galten unbeschränkt auch für grofse \^ erthe 
also auch für grofne Wmkrl t, wenn man nur unter y, x nicht die 
Coordinaten der Üuiieiage, soudern die der verrückten Lage versteht. 
txk dem guizen toidirten Bereich, bis zu beliebig grofsen Werthen Xt 
beaiken aUe die UaaaenthdlGbeiii -welohe gleiohe y- und «-Coordi- 
naten in der deformirten Lage erlangt haben, anoh identiaehe De- 
fonnationadaten. 

Die dritte Zeile der Gleichungen (Ol) seigt an» daia zur Vor* 
aecznng eine Drehung der Maaaaneleaiente hinankomnii^ deren Gom- 
ponenten durch X. n, v m^jj'^chr.n werden. Man kann sich daa 
Auftreten dieser Drehungen leicht erklären. Ein Volumelement in 
Cylindercoordinaten . begrenzt durrli zvrpi sehr nahe Ebenen quer 
gegeu Xf durch zwei sehr nahe Kadiaiebenen, welche sicli in der 
a>Axe schneiden, und durch zwei sehr nahe Kreiscyliudertiacheu um 
die x-Axe, kann als rechtwinkliges Farallelepiped gelten. Das darin 
enthaltene Maasenelement wird bei der Torsion erstens als ganzes 

X 

um die «-Aze gedreht durah den Winkel t « Dem entapiicht 

die in (91) auftretende Drehangsoomponente A » ^ . Jb'emer aber 

irird das MaaaeneLemeitt dorch die atSrkere Drehoog seiner nnteren 
Grenzebene auch yerzerrt» die orsprün^oh mit x parallelen Kanten 
erhalten durch die Toraion die Neigong der erwähnten Sehranbenlinien 

& *= ^. Dieae Defimnatibn iat in hinreichend kleinen Theilchen 

h 

eine einfache Scheerung von der Art^ wie sie durch Fig. 3 auf 
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S. 46 iriedagegeben isi Wir ubm damalB bereits, dab tbe «oldie 
einfache ScLeemng dn« Drehung enthält Die Axe, um wddie 
diese zweite Drehung erfolgt, ist hier der Badius, welcher von der 
Torsionsaxc senkrecht aasgehend das Massenelement durchsticht und 
zwar ist der Sinn dieser Drehung dann negativ, denn der Pfeil der 
Drehung (sit-iie Fig. 1 auf S. 24) weist vom Massenelement nach 
der Axe hin, also in Richtung der abnehmenden Wertbe von r. 

Die absolute Gröi'se dieses Drehungswinkels können wir der 
firOherea Betrachtung der em&cikflii 8<diiQnmg (Gleichung 22 } ent- 
Behmfln. Doii winde gezeigt, dsb <r halb ao groft ist wie d«r 
SdheenmgswinkeL Letsterer igt mm in vnaerem Fall der Schranben- 
makA alao ist ü« sweite Brehnng onaere« üiflUeheiis vm some 
XAdiale Aze r 

& r 

Diese heben wir mm noch sa lexiegm in swei oomponirende 

Drehungen um die y-Aze und um die «-Aze. IKes feeehielit^ wie 
bei jedem Tedw, durch Zusatz der Factoren cos {ry) resp. cos {r»y 
Dieee kum man mittelB der CSooidinnten y vnd » des Theikhene 

insdrllcken durch - resp. - . Die beiden DrehongsoomiMnenlen 



und ^ üebereinfltimmung mit den in (91) gefundenen W erthen 
ftr fi und p. 

In die Werthe fElr den Stress, die wir jetzt aufsuchen mfiasm, 
gehen üT>rigPTis diese k, v nicht mit ein; wir brauchen dazu nur 
die 6Straiudaten aus (91). Man findet aufgrund der Gieichttogen (65) 



h' 



Stress ist also gleichwie der Strain unabhängig von der Ab* 
scisse X. Die Ausdrücke gelten deshalb auch fllr beliebig grofse 
wenn man unter y und x die defozmirfcen Leg^ nicht die natürüchen 
Lagen der Theilchen versteht. 

An der Obertläche des Körpers müssen äufsere Flächen kralle 
das Gleichgewicht herstdlen. Diese findet mau aus Gleichungen (40 a): 
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(93) 



Bei wiUkttrlicher Gestalt der Obertiäche verschwindet im Allge- 
meinen keine dieser drei Gomponenten, die änfseren Fl&chenkräfte 
werden also sowohl anf äea FllUshenelemfliiteik wie auf den Goordinat- 
ebenenrichtongwi adiief stehen. ISne Geaetem&rm'glreit beefeaht in^ 
dessen bei jeder Fonn der ObeiÜftehe: Enreikem wir «smy^t^ 
mit $, mit % nnd adduen beide Ansdrllckef so finden wir: 



Das ist aber die Bedingung fttr das Agfemandersenkrecbtstehen der 
beiden Veotoren (I^, ZJ nnd (y, deren enter die Oberfliohen- 
krafk nadi Wegnaihme der JS^-Oomponente, also die Frojeotion des 

Eraftpfeiles auf die (y, ^Ebene, deren sweiter den Abstand r des 
Oberflächenelementes Ton der Torsionsaxe miCML Die Oberflftohen" 
kräfte dürfen also nirgends streben, die angegriffenen Grenzflächen 
der Torsionsaxe näher oder ferner zu rQcken, yielmehr werden die 
sie nur parallel dieser Axe hinauf- oder hinabdrängen und die 
und werden sie nur um diese Axe lierumdrelien. Der Sinn 
dieser Drehung ist aus den Gleichungen (93) abzulesen; er ist 
positiT, wo cos (nx) negativ, also der Winkel zwischen der inneren 
Nonnale nnd der potttiTen «-Axe stampf ist, der DiebnngBsinn ist 
negatir, wo der "Vf^nkel {n, x) spitx ist An aUen Stellen der Ober- 
flSflbe, welche prismatisoh oder cylindrisoh parallel der »-Aza yvt- 
lanlba» mtlssen Y^^Z^^i^ sein» denn dort ist cos »je » 0. Wichtig 
ist noch die Frage, wie die Oberflächenelemente liegen mfissen^ 
damit die Oomponente Tersohwinde. £s mnJs ftr solche « • oos ny -> 
ycosnxHO sein, oder 



Diese Proportion fordert, dals die Normale n, nach der palenden 
Seite verlängert, die a--Axe schneidet, dals also der Theil der Ober- 
fläche, auf dem die gestellte Bedingung zutriht, die Gestalt einer 
ümdrehungsfläche um die a^-Axe besitzen muDs. Sollen endlich znr 



X cos [n x) 



y cce (ny) ' 
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Erzeugung der beschriebenen Tcosion auf Tlieile der Oberfläche gar 
keine Kräfte wirken, also sowohl ^ = 0 als auch = = 0 , so 
mttssen diese Flächen sowohl drehrund als auch cjlindrisch sein. 
Nur die Mantelflächen der um die z-Axe gelegten Kreiscylinder er- 
füllen beide Bedingungen. Mit ihnen werden wir uns im folgenden 
Paragrajihen beschäftigen. 

In der Praxis sucht niau Torsionen in cylindrischen oder pns- 
mutMdiea Stlben immer dadnrdi m eneugen, dab man mir mai 
die Endqnenolmitte entgegengesetrt drehende Kriftepaare inAm 
l&bt) die Mantelflachan aber frei noh selbst fiberl&&t Da erkennt 
man nm aeforl naeh dieeer üebeiiegui^ dn& ein Slab yob nidit 
kreisförmigem Queraohnitt (elliptisch, rechteckig ete.) durch solche 
Krftfte aiemale die Todher beechriebene regelmäfsige Art der Xonioa 
annehmen kann, denn um diese herzustellen, müfste man noch auf 
die Mantelflächen allontbalben die nachhelfenden Schubkräfte A'^ in 
der Längsrichtung anbringen, welche die Obertlächentheile theila 
hinauf theüs hinabschitsbeu. Der Ausdruck läSat auch leicht 
Vorzeichen und Intensität fUr verschiedene Theile eines vorge- 
schriebenen Querschnittes erkeuuen, und daraus kann man dann 
einen RaekseblnA xüdien, welcher Art die Abweiehimgen ton der 
reinen Tonioii sein werden, wenn diese JI^*Extlle lUdea. Fttr 
einen Stab mü lediieoligem Qaendmitt e. B. gewinnt man Uep- 
dnroh sehr leidit die Aaaolummig» daft dessen ebene Qnenohnttto- 
flächen durch die Torsion faltig verbogen werden müssen, so 
dais jede der Tier Seiten eine Hebnng und eine Senkung zeig^ 
welche dann, sich verflachend, gegen die Mitte zusammenlaufen 
werdcTi. Man kann also auch hier, ohne die schwierigere Auf- 
gabe der zweiten Klasse zu lösen (nämlich die Deformation zu be- 
stimmen, welche ein prismatischer Stab unter der \\ irkunij zweier 
an den JEndiiachen en^ogcngesetzt drehender Kräitt^paare annimmt), 
das gefundene Besultat der einfacheren Angabe erster Klasse Ter- 
wenden, am tioli wenigslens Über den Charakier der erzeugten De- 
formation bis in die T^SmrnäSh^pn m natemditen. 

Am Scblub dieses Paragraphen sei noob daranf hi n g ewiesen, 
dafs Fenkrlfte aaf die Hasse sor Srdeinng der rsgelmüsigen 
Torsion nicht zu brauchen Sind. Wir können uns hier nicht mehr 
auf § 36 berufen, denn unsere Deformation ist nidht in dem dort 
gebrauchten Sinne gleichffjrmig, da die Verrückungscomponenten (89) 
Tom zweiten Grade sind. Bildet man aber deren zweite Differential- 
quotieuten, wozu in Gleichung (89 a) schon ein Schritt gethan ist, 
so flieht man sofort, dais auch hier: 
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ist, wie in Gleichung (72). Tri Bezug auf die verhältDiifam&fsig geringe 
Wirkimg des StgaDgewiclitas gilt das Gleiche vie froher* 

§ 42. Toraion eines KretoorUnden. 

1 >;e Krtjiscylinder siud, wie wir geselieu haben, die einzigen 
KürperioiiiH'ü, denen man die als reguläre Tor>iou bubchnebeue 
Deformation ertlieiitsu kaim, oiiue dabei Kralle aut die Mauteltiüclieu 
anattben zu müssen. Auf Körper von dieser Qestalt wollen wir nun 
die imfennünteniidiiiiigen Aber die terdiniideaEiSfte Imwihrinhin 
Wir denken nns ibo einen Ereiwsgrlinder, begraut doreh iwei gerade 
■bgeflohnittene Endfiftohen und erftlli von lioniogttier isoteoper 
Sobetani. Er befinde sich in der dnroh die Gleiobnngen (89) bis ^1) 
definirten regulären Torsion und wir suchen die nöthigen iabacn 
Oberfliohenkr&fte, welche diesen Zustand aufrecht erhalten. 

Die obere Grenzebene habe die Abscisae x = 0 , die untere 
die positive Abscisse x = p. Zunächst wollen wir noch die Be- 
schränkung beibehalten, es solle jj klein gegen h sein, damit die 
Ghrundlftfiren der Gleichungen (89V dafs alle Verräckungen so gut 
wie geradlinig angesehen werden dürleu, erfüllt sei. Nachher werden 
mr das als flberflilssig fsUen lassen. Auf beiden Endflächen ist 
oee «y SB cosii« w 0, nuühin Ji^ » 0. Zng^ oder DmoUDlfte dtirfon 
aÜBO dort nicht iriiken. Sind trotidein nkhe anTenneidUcb, nie 
s.B^ bei den Tocflionairagen in Folge der Schwere dar angehtagten 
Sehningnngpkliiperf bo tragen aie jeden&Us nichts zur Torsion bei» 
aoodem enengen die in § 40 betrachtete l^annung des CylinderB, 
um welche wir uns hier nicht zu bekümmern faramdien« da ver- 
schiedene neben einander bestehende Deformationen sich ungestört 
superponirPT). An der oberen Eiulliadu geht die innere Nonnale n 
in ÜLchtung der posiÜTen «•Axe, es ist dort cos n« » +1, mithin: 

Die Beeottente beeitet den abadfaiten Betrag: 
iriohit also proportional dem Abetand Ton der Torsionsaxe. Ihre 
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Sichtung stellt senkrecht auf dem Radius r, ihr Drebnngssinn ist 
eindeutig bestimmt durch die Vorzeichen der Componenten und Z^: 
Für ein Flii^^lieuelomcnt mit positivem y und » ist positiv, 
negativ, das bedeutet oin negatives Drehungsmoment. Ebenso ist 
es in den auderen (.Quadranten. Alle diese Krüftp drplien im gleichen 
Sinne, ihre Momente sind Vectoren von der gemeiiiäameu iüchtung 
Xf können daher algebraisch summiri werden. Das geschieht 
dnndL Integration Uber die ganse KxtitßUh», Die FttkihenfthwiMmte 
seien im FolAraoocdhurteiUTitom, Badiw r, Alimnfh absethflüt 
liSiii tniMiiMe ist 

d9mtr*dr*d«, (95) 

Die iueeliauibclje Kraft k, welche aul diese i<läche wirkt» ist 
kirn R^' d», oder nach (94 a) und (95) 

j-r^dräa. (95a) 

Das Drehungsmoment dieser Kraft um die x-Axe ündet man, 
indem man k multiplicirt mit dem Alratand der Linie in der die 
Eimft nidtt vom Mittelpunkt der EreineheilM^ d* aiMr die Kraft 
ttbexall aeDbeclife auf dön Badins itebt» ao iat r gerade dieaer Ab- 
afcand and der Beilrag snm gaaien Brehangmoment K wird — k'r, 
das Miniiszeichen itefat wegen dee nfigttüteii Diehm>gwinnea> Ana> 
fllbiüeh geaobiieben giebt diee: 

dM" -jf*drdtt, (95 b) 

Dies miigsiPTi wir nun integriren zwifächen dpn (Frenzen f (■ = 0 
und a ~ 2 n, r = 0 und r = WO a den Eadius des begrenzenden 
Qylindermantels bedeutet 

Die Summe aller Drehnngsmomeute auf die KudHäche x = 0 
wird also 

3.1 d 

J^--*:yd«y><.--|.fa«. (M) 

0 o 

An der unteren Endfläche x geht die innere Nonnale ent> 
gegengeaetzt der positiTen »-Biohtang, ea iafc dort coe »« m — 1, 

nifbin r,- -jz, ^"J^ ^ abaolnten Wertbe der ErSfte 

sind denuu au der oberen Enddäche gieich| aber entgegengesetzt 
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geridite^ aie drehen im poaitiTeii Süme. Die Integralfon Uber die 
gaoae Uftohe irird in gldoher WaiBa aiiagellüirt. Dan gedämmte 
Dnhmigniioiiwiit nird «Im aa dieter Endflidw: 

Die erforderlichen Drelmngsmoraente stellen sich also heraus 
aU proportional dem Forminodul K (der Volummodol M oder die 

SiBCBHOKP'sohe Zahl 0 sind ohne £iiifliiiB]^ femar proportuwal ^ , 

UM die Stfik» der Tonion augiebt; andEoh waehaan aie in aefar 
atailceiii Hafte mit der Dicike dea Qylinden^ da aie pcoporlioiial 
der tierten Potenz dea Badina uid. Ton der LSnge dea Cjündeva 
aind aie durohana anabUiigig^ wiolifcige fiigenBohaft, ana neleher 
nir noch eine weitere Folgerung ziehen wollen. Wir denken zwei 
beliebige Querschnitte durch den tordirten Cylinder gelegt snd be- 
trachten nur das dazwischenliegende Gebiet als den in der Torge- 
schriebeuen Deformation zu haltenden Körper, alles was aufserhalb 
liegt nur als Vorrichtung, um die nöthigen Kräfte auf dessen End- 
flächen /u übertragen. Dann ist klar, dafs auf den oberen Quer- 
schnitt von oben her das negative Drehungsmomeut wirken mufs, 
auf den unteren Queradinitt ton unten her das gleiche positife 
DwhmigBmoinent fft^ denn daa StDek dea Qflindeia nnfteraeheidet 
lieh Tom ganaen Qflmder nur dvidi aeine tecaoliiedene L&oge; aof 
dieae kommt ea thn, irie vir ana dea Foimeln aahen, meht an. 
Die gleiobmBftige Fortaekzung der Toraioa jenseits eines als End- 
fläche angesehenen Qnanchntttea erzeugt also die erforderlichen 
Kräfte, und wir kommen so zu der Vorstellung, dals sich in jedem 
i^ursohnitte des tordirten Ciylindeia awei eiumder entgegengeaetst 

l^eidie Drehungamomente 7 • — tf* in Folge dea fiMten Znaammen- 

banges der Masse im Gleichgewicht halten. 

Anstatt daher an den freien Endilaciieu unaeres Cylinders direct 
irgend welche anderweitige Mittel anzuwenden zur Anstrengung der 
geei^eten Kräfte, kann man den Cylinder verlängern, das heilst 
efentuell ein iMKebig langes gleichartiges StBok fiaet anfOgen (löthen, 
aebveiften) und dieae Teilftngemng in dieaelbe Tofsion veraetaen. 
So kann man m Cjylinderltogen von der Ghr&laenordnnng der Strecke A 
und noch weiter voigeheii, in welchen der Drehnngswinkel t end- 
lidM, ja beliebig grofte Werfhe ermeht Damit iat aoeh die 

II* 
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ifthTtekong «af gwadlinig» YflirflekDngeii Mi%elkobeiL Die Tonion 
nioht in ihrer ümfocmitlt m wdt^ irie der Gljrlinder* Irgendwo 
ma& freilidi jeder gerade pylinder seinen An&ng nnd eein Ende 
finden, und dort müssen die DrehnagimDmente durch äufsere Kraft- 
wirkongen hergestellt werden, wozu man gewisser tecliniächcr Hül&- 
mittel bedarf. Man klemmt etwa die Enden des Cyliuders durch 
Schrauben zwischen passende hohloyli ndrische Backen. Diese 
Scbraubenbacken sitzen in der Mittf^ v(*ii massiven Hebeln, an deren 
beiden Enden man genügend starke ivr;tiLe])aare leicht anbringen 
kann. Das eine Ende, gewölinlicli das obere, kann man aucli fest- 
Uemmeii in einem sogeuanut staireu Halter, welcher mit dem 
Hümerfrerk oder Booetigen lunreichend «iderstendBfUugen Stfttaten 
verbanden ist Das Drehongsmomen^ welches, von dem anderen 
Ende ausgehend, sich dnich dm ganzen pylinder for^flanst^ findet 
dann im Bohesostand Ton selbst sein CHeiehgewielit in dw Beaetion, 
welche die kleinen Zerrungen in der Befestigmig am starren JEblter 
finftecn. 

In den eingeklemmten Enden mui^, wie man leicht einsieht, 
die Deformation von dem Charakter der regelmäfsigen Torsion ab- 
weichen. Jedoch 1 iiim man aimf^hTTien, dals bereits in Querschnitten, 
welche nur um eines Durchmesyers Breite von den Klemmbacken 
abstehen, die regelmäliiige Torsion ohne merkliche Störung sich aus- 
bildet Um diese geringen ünyollkommeuheiten der Torsion au den 
Ikiden nnschidlich zu nuwhen, benntst man n elastüdien Messongen 
dieser Art Qjrlinder^ deren LSnge sdir bedentend gegen den Badivs 
ist also mnde Drikhte^ deren LSng» p lon der GiOisenordnang h 
ist, deren unteres Ende daher auch bei kleiner Deformation um 
endliche Winkel r gedreht ersohflin^ ebenfdls ein gfinstigar Umstand 
für die Messung. 

Die Torsionsmessungen können dazu dienen, um den Form- 
modul K, den man mitunter direct Torsionsmodul nennt, im abso- 
luten Mafae zu bestimmen. Nach der Gh'irh.ung (88) ist der 
Winkel r, um weichen das untere Ende emes Drahtes gedreht 

ist^ ansgedrUckt dnreh r = ^ > daians kann man als Ma& Ikir die 

Sticke der 'toakm herleiten: 




Setzt man dies in die Gleichiing (96«) f&r das Drehnngnnoment 
ein, so kommt 



Digitized by Google 



9 42 TOBBION EIMES KBEISCTIilMDERS. 166 

m % Ka* t. 
^i'^ 2 

Die Liiig» p und den Badtns a des Drahtes hat man tot oder 
nadi dem Yenneli sn beatimmen. Der DiehuigtwmkeL r und das 

Moment des angestrengten Erilftefiaares (Kraft mal Hebelarm) 
sind darch Beobaclitiiiig festzastellen, dann ist in vorstehender 

Gleichung K die einzige Unbekannte, kann also berechnet werden. 
Da es namentlich auf die geuaae Bestimmung ron a ankommt 
(wegen der vierten Potenz, welclie jeden Fehler vervierfacht), wird 
der Dickeniiit-ssang mit Taster oder Sphärometer mitunter die 
Wägung der DrahUimgo p vorzuziehen sein. Das Volumen des 
Cylinders ist na^f, also die Masse 

wo (i die Dichtigkeit der Substanz bedeutet Wenn man 

m 

a- SS 

in (97 a) einsetzt und A' berechnet, so kommt: 

I»* T ^ ' 

Die rechts stehenden OröCsen sind alle verhldtnifsmafsig leicht mit 
ansxeiehender Genauigkeit fBatsustellen. 

Die Methode ist eine statische und leidet unter dem Uebelstande 
der elastjaehen Naohwiricnng. Lftbt man nftnlidi einen fsstsn Top- 
gionswinkel r Ungeie Zeit bestehen, so nimmt das dasn erforder- 
Uche Moment aUmShHoh etwas ab; lUht man aber ein nnver- 
iknderliehes ErSftepaar Iftagere Zeü «kfesoi so nimmt der Torsioiia- 
winkel allmählich etwas ^u und geht nach Aufhebung der Torsion 
nicht sogleich auf Null zur&cL Dadnioh kommt eine gewtne l|n< 
sioherheit in die Winkelablesungen. 

Eine andere Methode, welche die drehenden Schwingungen eines 

an dem Drahte befestigten Krirpers von verhaltnifsmälsig gTofsem 
Trfitrhf'it'^mnmi nt l)en(itzt, ist diesem l'cljelstaiule in weit geringerem 
Alalse ausgest'izt, denn die Torsion des Dralites findet dabei ab- 
wechselnd in entgegengesetzter Richtung statt, so dafs sich die 
elastischen Nachwirkungen gegenseitig wieder zum grö&teu Theile 
aufheben. 
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Wir wollen die Beweguugsgesetze solcher Schwingungen auf- 
suclicu, welche durch den Widerstand gegen Torsion eines Auf- 
hängimgsdrahtos eneugt werden. Streng genommoi liildflt der am 
oberen Ende starr betätigte Draht mit dem mitea fartgeHmnmtm 
Körper ein laeammeDgeliOngee elaBlnohes Maaeeiuysiem von Ter^ 
iriokelter Gestalik denen Bewegongan m einem gegebenen Anftags- 
suBtand bereobnet werden mOmen. Indeaaen erinnben die beeomderen 
Gr&IsMiverhältai^e, die man dem Apparate zu geben pflegt, eine 
atark yereinfachte Betrachtung. Die Trägheit der Drahtmasse darf 
gegen die des befestigten Körpers völlig vornarblHssigt werden, und 
die Deformation rlf^s massiven Körpers darf gegen die des Drahtes 
vernachlässigt werden. Man hat also die Bewegung eines starren 
Körpers zu suchen, welcher um eine feste verticale Axe, die Draht- 
axe, frei drehbar ist und auf welchen vom Drahte her dasjenige 
Drehungsmonunt anagettbt wird, welehea dem Ablenkungswinkel r 
naeh Gleiclinag (97a) entsprubt Ei iat dabei angenommen, dafo 
der totdtrte Drabt aicb jedendt nnendMob nabe einem GHeiob- 
geviobtunatand befindet, daA also der Mge KSrper dnzob aeine 
Sohwerbeweglichkeit stets daa volle Drehungsmoment 91^ anf daa 
untere Drahtende ausübt, ganz so wie auch die Einklemmung dea 
oberen £kidea in einen nnbewegiiohen Halter daa Moment 91^ er^ 
sengt 

Diese Ann ilnnc ist unbedenklich. Würde man nämlich das 
untere Drahtende unbelastet frei lassen, so dafs dort auch kein 
DrehuDgHmoment angreift, m würden nach einer als AnfSeuigszustand 
erzeugten Torsion sehr schnelle Torsionsscbwingungen erfolgen, 
welche bei Meter-lAnge md Mülimeter-Badiaa einen bohen Ton 
von tielen Hnndart Sobwingungen in der Seeonde eneagen. Die 
Scbwingongen einen Xltapen Ton gebSfigem Tri^^ünnoment nntar 
der To w ionew ir tnng des Drabtes bemessen neb aber nach ganaen 
Secnnden: So langsamen DeformationsäJiderungen gegenüber darf 
man von Gleichgewicht zwischen dem Stress des Dmhtes und den 
änlseren Oberflächenkräften sprechen. Wenn also der träge Korper 
daa Moment 91. ausübt, no treibt das Ende des tordirten Drahtes 
den Kör])er mit dem umgekehrten Moment — 81^ oder 91, in die 
Jjage zurück, in der r = 0 ist. 

Die Bewegung eines siarrt ii Körpei^ um eine feste Axe wurde 
im erbten Bande dieser Vorlesungen behandelt (vergL Bd. I, § 47, 
namentliob Seite 100^192) und wir bflnnen mu bier daranf be- 
zieben. Die aogeoannte Direetionskraft D einea Drebongsmomenteai 
welehea proportional der Grttfte dea AUenkangswinlnlB r in die 
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Btüielage zurücktreibt, ist hier der Factor toh t in dm. Anadrmik 
n,, GleiöbaDg (97 a) 

Das bekannt TOransgeseicte Tcigheitsmoment des KSrpera nm 
die Dralitaze neoneii vir 6. (Wie dietea es|»enmeitte1], i. B. dvrdi 

Znlegaiig neuer Belastungen bestimmt werden kann, ist ebenfalls an 
jener Stelle de» enten Bandes eogegebso.) Die DiffiBrentudgi^ohiiiig 
der SobifiiigiuigsiL isfc dann 

6» • ^ - - D • r • (98a) 

t ist die Zoi Das vollständige Integral ist: 

12 Iii \ 

T « ^ • sin i—jT- + 9^1 • (^^^) 

Hier ist A die willkürliclie endliche Amphtude der Schwingungen, 
9 eine wiUkttrliohe jPbaseneonfltaxite, wdohe im den Zeitpunkten 
des Durchganges durch die Rohelage abhängt; die Periode T aber 
ist nicht willkürMoh, sondern gegeben durch 

r-.2^]/|~. (98c) 



Man kann diesen Ausdmok leidit rerificiren, indem man das Ini»- 
gnl sweunal nadi t diffiMPMiinrt und in die PHBwfOTtifil c^fiflwTn g 
einsetst Nun iroUen mt noch ans Gleichung (98) den Auadnuik 
fttr die Direetionsknift einsetzen: 



7-2 



und danuis den Focnunodul bweolinen: 



(98d) 



Alle fedhtastehenden GtOften sind meftber. fhatfc a* kann man 
Kasse und Dichtii^ksit des Drahtes ««^Hfcwaw^ ^ in Gleichuig (97 b); 
nui ediAÜ dann» 
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Die Periode T, deren Quadrat eingeht, llfot sicli sehr geum 
Biit einer Normaluhr yergleichen, da diese langsamen Schwingungen 
eehr schwach gedämpft aind| etandenkii? anhalten und in ihrer 
Zeitdauer von der allmälilich sich yermindemdeu Amplitude unah- 
hängig sind. Man bestimmt ans einigen auf einander folgenden 
Schwingungen einen Näherungäwerth von T und den ahsoluten Zeit- 
punkt eines Durchganges durch die Bnhelege. Beobachtet man dann 
Badi etwa einer Stainde wieder den Zeilponkt eines Dorchganges, 
80 mnft die innrisoben ventridiene lange Zeit ein bobea MoMptiim 
der Feriode aein; weUbea? Iftftt aidi aina dem NUiernngawerdi T 
sw«aleUoa featsteUeo» und man gewinnt so einen aelur sdieran Werth 
ftr 71 Vor LnflitacQmnngen mufs man den ftftl*wm^..>.gpltit>pa> 
«ohtttaen dnrdi Winiwihlnfa in einen Kasten. 



Wir wellen nmi als lotete Anijfiabe der ersten Klasse die Blegnng 
eines nioht in grolben Tbeiles ans der Hitle eines stahftnnigsn 
KOxpeis Mradifton. Anf die Art» wie die Biegung sn Stande ge- 
kommen ist, wollen wir uns zunächst nicht einlassOb sondern vor 

allem den Charakter dieser besonderen Deformation veranschaulichen, 
üm sogleich bestimmte Vorstellungen zu gewinnen, denken wir uns 
einen rechtwinklig beschnittenen, länglichen isotropen Körper. In 
dessen Mittelpunkt legen wir den Coordinatenursprung, in die Längs- 
richtung na^h rechts die positive a>-Axe, in die horizontale Quer- 
riditung nach Tom die positive y-Aze, vertical nach unten die posi- 
tiTO »-AxA. Die Biegung dieses Kürpers soU darin bestehen, dab 
er in der Ijftngsnoiitung ein wenig gekrflmmt wird, oonesv nadi 
unten. Denken wir den Körper in Unga&sem aerisgt» so folgt 
ans dieser Vorstellung; dab die Fasem in der oberen Hälfte ge- 
dehnt, in der unteren verkürzt werden, und zwar um so stirker, je 
weiter sie Ton der horizontalen Mittelebene abstehen, je gröfser also 
ihre r-Abmessung ist Die horizontalen Längsverröcknngen |, welche 
einerseits proportional der a>Abmes8ung nach beiden Enden hin 
znnehmen müssen, werden auch noch proportional % zu setzen sein, 
man kann daher mit Hülfe eines absoluten Factors a schreiben: 



§ 43. Biegung. 



m 
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Da." Minnszeichen fi^iel l den richtigen Sinn dieser Verrückungcii. 
Denn bleiben wir auf der rechten Stabhälfte (x > Ü), so hal)Ou wir 
flir positives x. ein negatives |. Die Massenpunkte rücken in der 
unteren iiitllte nach links also dichter zusammeiL In der oberen 
Hüfte rechts wird | positiT, Verr&ckaiig nach rechs, Dehnung der 
LftngB&Mna. FOr die finke StabhUfte gilt das GHdbhe. 

Wr Mm nm hd «nwrer JDttitellviig der Biegung gleich auf 
Bokhe YerhBttniase bin, indem auf die langen, mit « parallelen 
SectenflSflhen keine Kiifte wiriten, md wevdaoi deshalb tefmnihen, 
dab fthnficb irie bei gespaonton Drtbten, in den geddmten Fasemder 
oberen Stabhftlfte eine Quercontraction sich einstellt, in den gepralMen 
Fasern der unteren Hälfte aber eine seitliche Schwellung. Das bedeutet 
aber für horizontale Querfasem parallel der y-Axe in der unteren 
Hälfte T^ebrniner, also /; von gleichem Vor7flirh(^n wie ?/, in der oberen 
Hälfte Zusammenziehung, also tj ungleicbstimmig mit im TTebrigen 
erstens proportional mit y und aufserdeni auch noch um so gröfser, 
je weiter abstehend von der horizontalen Mittelebena All dem 
trägt man Rechnung, wenn man mit Hülfe eines zweiten absoluten 
Faoton ß anseist 

»;=+/?-y*. (99 a) 

Von abweichender Gestalt ist die Verrückung ^. Die «-Richtung 
nimmt überhaupt eine Sonderstellung bei dieser Defonnation ein: 
Die beiden verticalen Mittelebenen normal auf r und y sind 
Symmetrieebencrt, d. h. die rechte und linke Hälfte, wie anch die 
vordere und hintere Haifte der Deformation sind wie Spiegelbilder 
von einander. Die horizontale Äiittelebene normal auf x. aber ist 
ist keine Symnietrieebene. Die augenfälhgste Erscheinung der 
Biegung bertebt darin, dab die Punkte BoiroÜ xecbts nie Hnks luudi 
nnten gerückt ertcheinen, so dab eine stetige sohwaohe Krümimmg 
der 9-FMeni entsteh! Da wir nns anf Ausdrücke zweiten Giades 
besobfiaken wollen^ kSnnen wir dies nnr dadnnh ansdrScdieni daft 
wir in der Terticalen Verrückung ^ ein positives QUed ansetzen, 
welebes itroportional mit x* zunimmt, also mit Hülfe eines absoluten 
Factors y dieses Glied setzen + y • x*. Für die in der z-Axe selbst 
gelpcrenen Punkte ist dies bereits die vollptHndige Verrilckung, aber 
Iii- aiifirre kommen noch weitere Glieder hinzu, wclclie auf die 
C^uercontraction der oberen und Querdilatation der unteren Hälfte 
znrückznffthren sind. Diewf bewirkt in der oberen Haltte ein Zu- 
sammensinken, in der unteren ein Herabquellen der Massen, also 
sowohl in der oberen wie in dsr nnteirai HUfte oihne Zeiebenweelisel 
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ein mit dem absoluten W- rthe von k zunehmendes | > itivi s Ii ser 
Antheil kann daher nur proportional mit an<?pn n in n w iden. 
Ehidlich werden die Querfasem paiallel y auch gekiümiut, aber 
concav n&ch oben, das giebt für po8itiT6B wie negatives jf eine Mit* 
liehe Hebuni^ ein negatiTee irelöhee nur propoitioiuil aut — 
aem kann. Im Gauea wecden wir also mit HfUfe von swei weitenn 
abeolnteii Faetoren $ vad « aosetaen 



Die TonleheDdeHeilflitnng der drei Fonadn ftrdieVflnrttelaiBga- 
oomponenten soll mebt den Anspmeh an eine mathemAtisohe De- 
dnctien befinedigen. Wir haben dabei nur den eimilidien Bindmeh, 
den die Beobachtung der Btegimg um maeh^ in aaalTtiaohe Arn* 

drücke gefabt^ die den zweiten Qrad nii lit Ubersteigen. Diese ana- 
lytiache Faseung der Venückangen ist überiianpt bei den Aufgaben 
der ersten Klasse, deren weitere Behandlung so überaus einfach sich 
gestnltnt, die einzige Schwierigkeit Uebrigens '-ind die hier ge- 
wonnenen Ausdrücke für ^. ? . C noch sehr unbestimmt, denn wir 
haben nicht weniger als IudI unbestimmte Faetoren ß, y, <), c 
dazu eimaiireii müssen, während doch einleuchtet, daXs die Biegung, 
so lange eie klein und Ton gleichem Charakter, nur der Stärke nach 
Tewchieden ist, dmdk einen einzigen IntensttM^kotor beetonmt sein 
mnlk Diese Znrftckfthrong der ftnf Ooeffictenten anf einen nnd 
damit die FMciaurang der Nator der Deformation werden wir dnrdi 
die Betmehtong der dasn erferderUehen KM» gewinnen. 

Znnftohat müssen wir die Stmindaten berechnen. DieDiffisrential- 
qnotienten der |, 9, sind leioht an bilden: 



(99 b) 



dx 



0 




dx 



0 



dtj 
Wy 

dv 
dx, 




dx, 



(100) 



Darana folgt nach (10 a*): 



a^—a» htm^ß» 0^+2«« 

2A»-(/? + 2d)y 2|i » • (ff + 2y)« 29^0, 



(100a) 



9 
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Drehungen der Theilchen sind also Torhanden, die Drehang /i 
um die y-Axe ist eine Folge der nach unten concaven Kriminning 
der a^Fasern, die r>r<>himg k um die x-Axe rührt her von der nach 
oben concaTen Krümmung der y-Fasem. Das ü muszeichen giebt 
in beiden F&llen den richtigen Sinn der Drehung an. Um die 
TUticale »-Axe tritt keine Drehung ein. 

Nun badan vir $m dem Stnüi Mf Grand dar GHaldnugen (65) 
und (66 a} den Stress: 



« 2Kaz - 2Kd(- <t + ß + 2«)« 
i;- -2JSr/J»-2/fÖ (-« + /? + 2«)» 
J?. B - 4Jrt« 2K6{^ « + + 2«)« 

Z^=X, >m . Ki^Y - ff)« 



Die Entscheidung der Frage, ob Masfenknifte aus der Ferrif» 
betheiligt sein dürfen oder müssen, um die von uns anff^estellte Form 
der Biegung aufrecht zu erhalten, hängt von den zweiten Differential - 
quotienten der VerrOckungen ab. Ein Blick auf die Gleichungen (lüO) 



also honscmtele Fenkrllto niolit mAisa dfiiCsn; dagegen findet 
nun aber 



Ks nu\(\ nho verticale Mawwnkrftfte nfilhig von der Intenätüt (pro 
Volumeiuheit) 



-2irCr-^ + t)-£'(l + 20)*(-« + /} + 2t). (102) 



Wenn wir nvi die Oberflächenkräfte suchen, so wird die Ge- 
stalt der Begrenzung des Körpers Ton Wichtigkeit Dafa wir ihn 
im Vorangehenden boreits als rechteckigen Stab vorgestellt haben, 
gejjchali nur aus Bequem lichkeit; der Charakter der Verrüokungen 
(99), (99 a), (99 b), mithin auch der Strain nebst Drehungen (100 a) 
und der Strees (101 j und die 1^'enikräi'te (lü2) könnten in gleicher 
Weise ftr einen anders gestalteten Körper gefordert werdkn. 
Die Noimalen auf den sedia leohteckigen Begreuzungäflftdften laufen 



lehrt^ dafii iwar anf jeden Fall J| «■ » 




Oia^dab 
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in Richtung der positiven oder negativen Coordinataxen. Von den 
in den Gleichungen (40a) vorkommenden Cosinus werden also 
immer zwei gleich Null, der dritte gleich ±1, so dafs man die 
nötliigen Oberfl5chenkr8.fte direct aus den Gleichungen (101) ablesen 
kauu, wenn mau für Xj y, x dabei die für die Begrenzuugsdächeu 
geltenden Werthe einsetBi 

Hm ataHen vir di* Foid«rung, dab die Kegnng enengl mrdea 
kann, ohne dab man nOthig hat» auf den vier Seitenfl&dien (nonnal 
sn 9f und ») iigend weldie FUdheinkritfla anzubringen. Es mUBten 
also in (101) alle Stresscomponenten mit den Lidioes y und « i^flkb 
Null sein. Daa trifft X^Y^Z^K T Z^^ und wegen der paarweisen 
Gleichheit mit zweien der angeführten auch und Z^. Es bleibt 
bei dieser Forderung also nur allein als von Null verschieden 
übrig. Das Verschwinden der übrigen bringt nun erst die nöthige 
Bestimmtheit in den Charakter der beschriebenpo Deformation. Die 
Forderung Ay_y, = 0 liefert keine neue Bedingung, denn diese 
beiden sind bereits in (101) auf alle Fälle als Noll erkannt Femer 
aind 0 und »■ 0 ab iwd Foidaniiigen an^jeslhH» «Ifarend 
nur eine darin itadtt JQs bleiben also vier unabhingige Bedingungen 
übrige nekbe Terlangen, dafo die Anedrftcke in der aweiten, dritten^ 
rierfeen und fltaiften Zeile in (101) Tenehwindeo. Hebt man gemein* 
eame Factoien ^K,x,tßt* ^vt» ao eriiSlt man tilgende Belationen: 

+ (-« + /? + 2e) = 0 
2e + Ö • (- a -f + 2«) = 0 

welche man benütien kann, um vier der anbestimmten Faotoren 
duidi den flnfken aniatndrttcken. Wir wollen den Faotor / beibe- 
baHei^ weil dieser die Stii^e der ffiegnng am anschaulichsten be- 
aeidknet, indem er die Krümmung der Stabaxe durch die Gleichung 
f = y X* direct zum Ausdruck bringt Die Behandlung der 4 Re- 
lationen (103) ist sehr einÜMsh. Aus der letzten folgt: 

a - 2/, 

ans der Tinleliten 

/J-2d, 

aus den bdden ersten durch Snbtraction 



im 
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niäun anoh nooh 

Dfo xwvitB Gleiehmg alkiii üeftirt dann: 
2« + d(-2/ + 4«)«0, 



lolgt 

d 

Der Oomplex j _^ 2d ^ ™* schon früher begegnet als Ans- 

drnck für die Poisso??'8cbe Zahl ^. 1( In die Quercontraction eiuea 
loügitudiual gedehnten Cylinders anzeigt; vergl. die Tabelle (87) auf 
S. 153. Das Auftreten von fj, an dieser Stelle ist begreiflich, da 
wir es auch hier mit Läugsspaunung voq Fasern ohne Querkräfte 
m. thim haheo. Wir wolleii die Beiddiirang p. anoh hior hemtiaii 
(nieht n TerwechBebi mit der mittleren der DrehnngBOon^ponenteii 
Xf It, vt^ Die Beenltate ans den Gleiehiiogen (108) Iraten denn: 



(108*) 



Dnnih aie «ird das Weaen nnaerer Biegung eindeutig charak* 
temirt Doch woUmi frir die BeaondMhttten, die dadnrdi die De- 
fofmation eihll^ erat im nlohaten Paragraphen betraohten nnd nna 
snnftehafc nm die "KMb bekOmmem, wdche non nöthig aind. Zn- 
n&chat die Haaaenkraft» welche durch (102) gegeben ist: Die Massen^ 
dichtigkeit wollen wir hier duroh it bezeichnen, am Yenreohaelung 
mit dem Poisaoiii'aohen fi anawachliefiwn. Ea wird: 

I^Z^-2Ky-K{\ +2ö).(-2y+ 4;i/) 
=> - 2K[l - (1 -f 2Ö)(1 - 2^)} • y. 

ISn Bliok auf zwei redptoke Fonnefai der Tabelle (87) lebrl^ 
dab (l+2d)-|-nnd(l-2^)= ^, niifliin(l +2Ö)(1 --2|i)=« 1 
ist. Die geschweifte lOammer igt ideutiaGh gleich j^ull» also; 

/Hf^»0. (104) 

Diese einfachste Form der Biegung, welche wir jetzt herauß- 
gefunden haben, kommt also ohne Mitwirkung TOn Massenkrifton m 
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Stand«. Wann dst hotisontal liegende Steb nidit t a lang iet| datf 

man die Schwerkraft yemachlässigen. Bei sehr langen oder aabr 
dünnen Stäben iat das freilich nicht mehr mlftseig; da treten andi 

merkliche Biegungen in Folge des Eigengewichtes auf. Diese Ehv 
echeinungcn sollen hier nicht betracihtet werden, obwohl ea gelungen 

ist» sie theoretasch zu behandeln. 

Die einzig übrigbleibenden Kraftwirkungen sind also die dem 
Stress A, daü Gleichgewicht haltenden Druck- oder Zagkräfte anf 
die Ülndtlächeu des Stabes. Setzt mau die Warthe aus (lü3a) iu 
die erste der Gleidmngeu (IUI) ein, so findet man 

Nach einer schon benützten Formel der Tabelle (87) ißt aber 
6 • {l — 2ij)sM ftf und nach der darüberstehenden (liniu oben in der 
Ecke) ist: 

Unaer Anadnick Terein^Msht aicli an: 

X^ = 2Er», (105) 

IHe elastischen Constanten treten hier zusammen zu demselben 
Gomplex den wir bereits als Widerstand gegen Longitudinal- 

Spannung Ton Drahten gefanden haben: Das ist ebenso einleuchtend 
wie das Auftreten von fju An der linken Endfläche, wo die innere 
Normale der pusitiven 3?-Richtimg folgte liefert Torsteliender Ausdruck 
direct die OberÜächenkrafl) an dar rechten JB^dHäche iat letztere 

JT.« » — 2 JT/«. (106a) 

Von der Länge des Stabes und vun äciner horizontalen Breite 
sind diese Kräfte unabhängig, denn die Abmessungen x und y gehen 
nicht ein in den Ausdruck; dagegen sind sie proportional der 
«-GoordinaAe^ welche anf der nntomn Hüfte poaitiT, aöf der obeiea 
negaÜT iat Dieae Keifte bedeotea anf beiden llnteriiilftan dar 
Bndflieben Dnu^ anf beiden OberidUften Zng, beide annehmend 
proporlkmal dem Abaland tod der boriieiitalen Uittelliaia dieaer 
Endflächen. Darana erkennt man, dafs die Wiikongen anf die ein- 
zelnen Fläch e n e le m ente sich zu reinen Eräftepaaren zusanunenaetaeni 
deren Axe in beiden Endflächen parallel der y-Axe liegt Wegen 
der Unabhängigkeit der Kräfte von y kann man ala Flächenelemente 
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Mf^ekh StrdfBik cinfthreii tiber die ganza horiaontale Bnito dar 
TCditaddgsnBiMUldMO. Diete Breite iei 2«, die Haiw der Straileii 
•ei dae Düeieiitial 4», Die FUdie einet SMÜBiie iet dann 

da » 2q' d»f 

und die geeammte oefmal danmf nixkende meehamflobe Kraft iat 
auf dar ifafc«« Kadflftehet 

k X^' dt » AEyqxdx* 

SVMMen wa aim imi Streifini «laanimeii, veialia ^aidi weit 

Ton dar ICitleUinie ahsteheo, io haben diese absolut gleiches Xy dar 
untere positiyes, der obere negatives z, der Abstand dar Kiafttinien 
ist Ix. Die Kräfte auf dieee beiden Strei&n bilden ™«*^""»» ein 
Krifkepaar Tom Moment: 

Daa Vorzeichen mnfii positiv geiriÜitt werden, da die positire 
y-Axe nach dem Beschauer hin, der obere Kraftpfeil nach links, 

der nntere nach rechts weist Um das gesammt^ Prehongsmoment 
an dieser Endfläche zu finden, müssen wir über sänimtiiche Streifen- 
paare integriren. Nennen wir die Dirke des Stabes 2r, so dals die 
Grenzen —r<x<. + r gelten, so haben wir d'Si von 0 bis r zu 
integriren 

r 

Wi^^EYqJ»*d»^^Br'q'f^» (1U6) 

0 

Auf der rechten Endfläche gestaltet sich die Berechnung des 

gesammten Drehungsmomentes ganz ebenso, nur drehen dort alle 
Krättepaare im umgekehrten Sinne; man erhält daher denselben 
absoluten Werth, mufs aber das Botationamoment negativ be- 
zeichnen. 

Die Berechnung des Biegungsmomentes, welche wir eben für 
änen Stab mit xeeiileckigem Qnariduiitte (2 $ x 2r} durchgeflilirt 
haben, lilbt aicik in lludiehar Weiae ftoeli flir pnanuiliaohe oder 
oylindriaohe Stftbe ton anderer Form machen. Zonftohst aieht man 
kieht «in, daft beim Fehlen von ftolberen Krftften auf die Xantel- 
fläohen in allen Fällen nur der Stress welcher dnich Gleichung 
(106) gegeben ist» wirksam ist, daft alao nur Druck und ZugMkfte 
•nf die Endflächen gefordert weideei, welche aioh bei geeigneter 
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Hah«mkge dar horixontalmi Coontinatebeiw anf beiden Boden la 

reinen Kräftepaaren vereinigen lassen. Für einen kreiaf5niug0n 
Qaeradmitt soll diese Berechnong hier noch dorchgeftlhrt werden. 
Wir zerlegen die Endflächen in schmale horizontale Streifen, derai 
Länge in der »/-Richtung jetzt freilich nicht constant ist, sondern 
durch den Radius a des Kreises uud die Höhenlage z. in der Form 

— %^ ausgedrückt wird. Die Breite der Streifen ist dz, die 
B^äcbe daher ds = 2}'a' — x^'dx. Die mechanische Kraft auf einen 
solch n Streifen der linken £^dfläche liegt in der oi-Biohtiuig nnd 
hat den Werth: 

Famen wir swei Streifen mit entgegengesetzt ^^eidieni » gnnairnnen, 
80 bflden die Erftfte ein um die y- Aza lechtadrehendes Paar» deeaen 
McMDent iat 

Um das gesammte Drehuuf^ismoment zu erhalten müssen, wir sämmt- 
liehe UM sonunireni das heilst Ton »^0 bis x — a integxiren: 

Das Int^iral kann man nach elementarer Methode der Integral- 
reehnimg in nnbeetänunter Form anafküunn; man findet: 

bJ »• f^-x' d » = (2«=* - j/ - + a» arcsin ^ . 

Settt man hier die Giemen mn, vm J wa bilden, ao ftUt daa 

algebraische (ilied fort wpü an der oberen ürenze die Quair:itwurzel, 
au der unteren die IClumraer mit dem Factor i verschwindet; an 
der unteren Grenze versciiwmdet auch der Ai cussinus, während dieser 

» d«r ob». Ol.» d«. WM(h I immmL D» imüm^ 

Integral hat also den Werth ^ uud wir erhalten 

(107) 

An der rechten EudMäche mnis natürlicherweise d^ entgegengesetzt 
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glelobe^ linksdrehende Moment angreiien. Die Formel (107) zeigt 
eine bomerkenswerthe Aehnlichkeit mit derjenigen für das zur Torsion 
eines Kraisc^linders eiforderlicbe Drehaugsmoment (96 a). Dort der 

«•ad bte 4 dort te T«ri<>».Mb 1, d..]».«««^ 

zwiscIiMi Tctflion und Biegung im Mgeadeii noch begegnen. 

In Sttben, weldie dnreli iftnmlidi golrannte enl^teg^ngeeettte 
Drehnngsmomente der eben berechneten Art in der geforderten 

Biegung erhalten werden, kann man ganz analog, wie bei tordirten 
Cylindern, annehmen, dafs sich auf jedem mittleren Querschnitt zwei 
entgegengesetzte Drrhun£«5momente in Folge des festen Zu^aramen- 
hauges der Substanz im Gleichgewicht halten. Legt man zwei ideale 
Querschnitte durcli den Stab und betrachtet nur das dadurch ein- 
geschlossene Stück als den zu detormirendeu Körper, alle aufserhalb 
liegenden Theüe aber nur als flfllfemittel zur Anbringung der ge« 
eigneten Ki&fte auf diese idealen Stabenden, to edrannt man, dab 
die gleicJimilMge FortMlsang der Defonnation jenseits der g»dadbton 
Endflftohen dieae Krtfte «neoglv dala sicli also in jedem Qnenoiinitto 
des Stabes die beiden entgegengesetaten DrehODgsmomente vom Be- 
trage 91 im Gleichgewichte halten. Irgendwo mufs aber der Stab 
seine natürlichen Enden finden und dort müssen ftniserefUnwirkongen 
die erforderlichen Kriiftepaare hervorbringen. 

Die technischen l^mrichtungen, welche diesem Zwecke dienen, er- 
zeugen nun meistens in ihrer nüchsten Nähe utiregelmürsige Deforma- 
tionen, welche sich erst in einigem Abstände so weit ausgleichen, dafs 
die Ton uns gewünschte einfachste Form der Biegung als erfüllt gelten 
dar£ Uan wird daher gnt tiinn xnm Zweeka dattiseliar Msssnngen 
an gebogenen Siftben, bei denen gerade dieae Art der Biegung 
TOfanegssetet nird, mdit an nahe an die Angriflspnnkte der ftnfteren 
Eittfte bamsngahen, sondern dcli mebr in der Hitte m halten. 
Qnter den ledinisc h n HoHnuitfeehi nm die beiden geforderten 
Drehungsmomente auf die aosznflbent *teh^ folgendes 

den theoretischen Voraussetzungen am nächsten: Man befestigt die 
Enden des horizontal gedachten Stabes in zwei starken verticalen 
Hebeln, welche gegen den Stab als starr gelten dürfen. An deren 
Enden kann man die Kriftepaare anbringen, iiidtui man die unteren 
Hebelendeu durch äuTsere Gewalt einander nähert, und die oberen 
Hebelenden ebenso gewfdtsam ans einander treibt Alsdann wird man 
barsita in geringer Bmtünnnng ftm den befestigten Enden die ge- 
■. HtempBR^ «iMvnl »vilk. Bd. IL IS 
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§44 



wOasolite regulftre Biegung vorfinden. Stfttl d«i einen Hebeb kwui 
man auch eine onbeweglich starre Einklemmong des Stabes benüiateo. 
Es gelingt übrigens auch ohne solche Hebel, die erwünschten Drehungs- 
momente zu erzeugen, wenn nur der Stab jenseits des l)etrachtetea 
Berpifho«; noch ausreichend lange Enden besitzt, diese Fortsätze 
selbst apieien dann die KoUe der beiden Hebel; sie stehen zwar 
nicht vertical, sondern horizontal, man kann ihnen aber — und 
darauf kommt es au — ebenfalls Kräftepaare einprägen, welche um 
di0 lM»koBti]e Qqjenxe $ draheiL So Tttfthrl mta nenn 
man einen Stob mit den Damnen nad Zeigefingern Iwider HInde 
biegt: Uan stemmt die Daunen gegen die untere Flftehe des Stabes, 
legt die Zeigefinger weiter nach den Enden sa auf die Oberseite 
und drdit dann beide Handgelenke so, dafs die inneren Handflächen 
einander zugekehrt sind. Hierbei übertragen die Finger die äuTseren 
£räfte allerdings auf die Mantelflächen des Stabes und nicht auf 
die fireien Knden, darum wird auch an den angefalsten Stelleu die 
Biegung eine andere sein, als wir hier fordern, aber die Kräfte- 
partre „Daumen-Zeigefinger" werden in beiden Händen erzengt und 
bekämpfen sich iu allen mittleren Querschnitten. An Stelle der 
menschlichen Hände kann man andere Mittel anwenden, welche 
dasselbe Idsten: Statt der bdden Danmen swei feste Unterlagen 
odffir AvflADgungsschlingen, stott der Zeigefinger swei qnDBmetnadie 
Belastungen der Stobenden. Die Hitto des Stabes wird dann in 
einiger Anadehnnog die geforderte Axt der Biegung zeigen, deren 
geometcisohen <3uarakter wir non nSber betrachten woUen. 



§ 44. Fortsetzung. Cornu's Methode der Messung von fu 

Wir woßen nnn die im Voibeigebenden dnzeb z obarakteiisirto 

Art der Biegung auf ihre EJrscheinung bin betrachten und setzen 
n dem Zwecke die Werthe tta a,ß,S,9 tm (103a) in (09) bis (99b) 
ein. Wir finden 

als Qesetse, welche die Verrttdrangen eines jeden Massenponktes 
als Functionen seiner natfiiäScfaen Ruhelage (a^ ^ «) angeben. Die 
Tecrttohte Lage wSbiend der Biegung hat dann die Goordinaten: 



(109) 
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Wir b^gmneii die BiMsmaicni mit d«r Fni^: Was inid aus 
«iafir gendUni^ PonktnüiB (Faaer) ponülel snr 9-Äze? 

All« Poiikto deneiOMii Tbeahb bedtieii die nimltehe y- und 
«•AlioMflsung, während die «-Abmeuaiig fttr jeden Teceohiedeii ist 
Nennen wir die Constnten Hkc eine gewisse Faser 31^ und so 
werden die Orte dieser Pniikte wShrend der Biegung nngegeben 
durch: 

*' - «i + r«* - i^risfi* - ' 

Aus dem Umstände, dafs y einen constanten, von x unabhängigen 
Werth besitzt, erkennt man, dafs die Curre, in welche die gerade 
Faser verbogen wird, jedenfalls in einer verticalen LSlngsebene, 
parallel der fr. r)-Kbene, verlihift, und zwar erscheint die Faser der 
letzteren Ebene nahergerückt, wenn y < y^, oder (1 + 2 / < 1, 
oder < 0 ist, also in der oberen Hälfte des Stabes; in der unteren 
Hälfte wird y > y^, die Fasern werden dort von der (x, «)-Ebene 
weggedrängt Um die Cnm n finden, mnlh man ans den beiden 
Gleichungen ftr nnd 9^ die Yariabel 2 elinuniien. Uan erhftlt: 

Da wir uns auf schwache Biegungen hesrhriinken, ist sicher eine 
kleine Gröfse (/ ist der reciproke Werth einer im Vergleich zur 
Stablänge sehr grofsen Strecke). Deshalb dfirfen wir und höhere 
Potenzen veruachlääsigeu und hudeu: 

(llüa) 

Dies ist die Gleichung einer nach unten conoaren, durch die Punkte 
X , % gebildeten ParabeL Die edige Zlammer enthSIt flir jede 
I^uer einen oonstanten Werth, weleher die Höhenlage der Faser- 
mitle (« H 0) wihrend der Biegung anaeig^ diese wird der Scheitel 
der FsaM.; sie enolM&tt gshoben gegen die HOhe %, wenn in der 
eckigen Elammor der Znsatz ~ '^^"^ wirklich negativ ist 
Dies tritt etOy wenn der absolute Betrag von y^ gröfser ist als da: 
von im umgekehrten Falle erscheint die Fasermitte o:*>«enl<t 
In dem Mittelquerschnitt erscheinen die Gebiete der Hebung und 

II* 
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der Scmkimg Abgegnnit daidi di« beidMi fanden JÄaim %^im±jf^, 
weldw «in aduigM ISxva liildMiy Fig> 9. 

Di« Krilmmftiig der Finbeln iil mgm dar Kluiulmit tob / 
eioe Mihr gvriiig» und ftr ainttttielie Idtoigritoera die i^eielie. Ein 




7 



BDldiauUchcs Mafs für die Gröfse dieser Krümmimg ist der Nei- 
gtu^nrinkel der F«aereiideiL Durah DifGuentietioii roii (110a) folgt 



Diesw Ausdruck giebt die trigonometrische Tangente der Neigung 
der Parabel an der Stelle r', oder so lange er hinreichend klein 
ist, den Neigungswinkel selbst. Hat die "Rndfläche dr"! Stabos die 
Abscisse x so ist bis auf uuendlith klfine Gröisen hölierer Ord- 
nung der Neigungswinkel ^ des Stabeudeä: 

Uni^ theocetisohes Biegunganab ist datier: 

nnd kann durch Messung bestimmt werden, indem man im Abstand p 
Ton der Stabmitte ein zur y-Axe paralleles Spie!jf»lchen befestigt, 
dessen durch die Bie^tiTie verursachte Neigung mit Fernrohr imd 
Scala genau bestimmt werden kann. Da man in der Praxis mcbt 
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recht weiTs, wo auf dem Stf\he der Mittelquerschnitt anzunehmen 
ist, wtlcher seine Richtung ira KaLuiiP genau beibehält, wird man 
zwei einander parallele quere öpiegelchen im Abstände 2p anbringen, 
nnd deren Neigung gegen einander 2(p bestimmen, indem man den 
Gang der Strahlen von der parallel der ;t^AjLe angebrachten Scala 
mm BVmrobr an bdden Spiegeln refleetinB UUsi 

Wir stellen nun eine zweite Frage: Was wird aus einer hori- 
«mtalott Qneriiuer paiaOel der y-Azo? Die Lage der Faaer im 
«Dgebogaiieii Stabe loi durch die Conetaaien and «| gekena- 
aeidmei Dum werden die Coordimrteii einet beBehigeD Ponktee 
dieeer Fwam wUnend der Biegvog 



Sf'«(l+2/iy*,).y 

- ^ + y^* + /»«i!) - ß9i^» 



(112) 



Diesmal besitzt x einen constanten, von y unabhängigen Werth, ein 
Bewei», dafs die gokrUuunten Queri'asem in verticalen Ebenen 
parallel dem Mittelquendmitt TerlrafeiL Sie eiacheinen letzterem 
genlher^ irofl^<a::ii8t,dMirt]ndflr natereii StaUillfte der Ftäl, 
in der oberen ffidfte werden eie vom Hitlelqiienelimtfc wegsnoseo. 
Die Gletoihnng der Cnrre edillt man dueh EUminatien von y ant 
den beiden Qleiehnngen für ^ nnd s^: 

oder naoh Yemaohlieejgnng hShecer Boteoaen von yt 

»' = [*i + y (V + z*«!*)] - • y (112a) 

Diee beaeidmet eben&lla eine Parabel, aber eonenT nadi oben. Ibr 
Scheitel liegt in der HittelelMne y «■ 0; die eoUga Klammer isiebt 
die Höhenlage dee Scheitelfl^ welcher bei allen Faeem (mü Ausnaiime 
der y-Axe selbst) gesenkt erscheint, weil zu immer swei positive 
Quadrate hinzutreten. Die Krümmung dieser Parabeln ist eine ge- 
ringere als die der lÄngcfappni, wf^il hier zum Coeffioi«^nten y des 
quadratischen Gliedo« noch die PoissoN'sche Zalil jj hinzutritt. Bei 
Q-las- und Stahlstäln ii w rden sie etwa viermRl m schwach gekrümmt 
sein, bei Kautsch ukstaben, für welche man nahe/u Ö = oo, also 
/i » ^ setzen darf, wird die nach oben concave Querkrümmung 
bedentender, etwa halb lo tiai^ wie die Ungikrllfflmnnfr 
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THo dritte St'liaar von t'';iSh_'iTi, [iiirallel iler ^-Axe, wecken wenic^er 
Interesse. Man konnte dt r* n Krümmung in ähnlicher Weise be- 
rechnen und würde ebenfalls Parabelbögen finden, aber üulche Stöcke 
dayoD, welche sehr weit weg vom Scheitel liegen und deshalb völlig 
wwdiwiiidwJB KifiiiuBfnifiwi boritniL 

Wir wollen jetzt eine letzte If rage stellen, deren Wichtigkeit 
bald hemrtretoa irifd: Wi» irird eiM nrsprOnglich luniioiitile 
(«nf » fenkredito) Sbeiie im Stabe Tobogeii? Lit Ebane sei doidi 
di« ConstMito Zg gdeeniiMtcbiMi Di» Lig» ihnr MMMapankto 
nilmiid der Bnguag ist dann: 



x' = (1 — 2y z^) ' T 

y^{l+2fAYz,)'y \ (118) 



) 



EÜBunirt man ans dieten dmi Glaiebnagen die Yaziabelen x und ff, 
ao ediUt man eine Gleidnag siriBolie& s^, 4^, welohe die jw» 
bogne Fl&elie aaa]jtiaeb dafstellt Man findet: 

eder nach Wc^amtng ]i5lierar Potenten len y: 

Die crkige Klammer ^ebt die stet«? c^^flenkte Lage des in der r-Axe 
gelegenen Punktes an. Diese beukung ist nur für die horizontaie 
Mittelebene des Stabes gleich Null und wächst nach oben uud unten 
mit dem Quadrate des Abstandes ^. Mit der Verbiegung der Flächen 
hat dieae Seninmg niehtB m thnn. Uao haon immer das Geeffdinatan» 
qrstsm se weit hinanf> oder hinnntenrHolGea, dab der Nnllpankt in 
der Iiiahe aalbet liegt Die aaf daa imedit gertt<Ale Ckiordinaten* 
tj^m heiogenen »•Abmessnngen der Tsrbogenen Fliahe nennen 
irir . Wir aetaen also 

und erhalten: 

«"-ya!'»-^*yy'», (U8b) 



die Gleiohnng einse hjpethofisehen Psiaboloids, dessen saitdfiinnig 
gekrOmmter Seheitsl in der honaontalsn Ebsne 4^ » 0 liegt Da 
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in den Coefficienten der quadratischen Glieder rechts die Constante ^^, 
der einzehipn vSchichten mchi vorkommt, so sind die verbogenen 
Flüchen, so ^vrir sie sich decken, einander alle congruent. „So weit 
sie sich decküii" wird zugesetzt, weil ihre Ränder verschieden be- 
achniiten sind: In der oberen Hälfte sind sie länglicher in der 
«-Biditung, sdunaler in der y-Richtang^ in der miteran HUfts da- 
gegen klliiar md Inreiter. Audi die obere und die untere freie 
Oberfläche des Stabes ei&hien dieselbe Vertoegimg. 

Anf die Gestalt dieser lUcben bat Omu^ eiae eplisdie 
Hetbode lar Messung der PonsoiMien Zabl /i Ar Glftser gegrttndst 
Er benfttete daan das unter dem Namen der Nnwisoir'sohen Faibeap 
ringe bekannte Interferenspbinomen. Sehr dfinne JUaftaducbten 

zwischen zwei Glasplatten, deren eine nicht vollkommen ebene Ober» 
fläche besitzt, zeigen namentlich im reflectirten Lichte ein lebhaftes 
streifenarlig angeordnetes Fnrbcttflpiel; bei einfarbigem Lichte er- 
scheinen schärfere helle und dunkele Streifen. Diese Streifen laufen 
überall so, dafs sie Stellen gleicher Dicke der Luftschicht verfolgen 
und zwar unterscheiden sich für zwei Nachbarstreifen die Schicht- 
dicken nur um eine halbe Wellenlänge des benutzten Ldditss (z. B. 
bei gelbsm Lidite nur mn etwa OjOOOSmm). Uan bat in dieser Er* 
■i^Krfinmg ein sehr empfindlidies Erkennongsmittd ftr die Ortliche 

Ri^lriMriaMiliiraii| ^ —Iif < ^amM|ir SdutdltSlL 

Die CoBKu'sdie Metbode bssttifat nun un Wesentlioben darin, 

dafs man Uber die Mitte der soi^fältig eben geschliffenen oberen 
Seitenfläche eines rechteckigen Glasstabes eine planparallele leichte 
Glasplatte legt, oder sie auf einem fein verstellbareii Support so 
einstellt, dafs nur eine rrleichraäfsige Luftschicht von minimaler Dicke 
zwiacheu den Glasflächen bleibt Die Abwesenheit von Interlerenz- 
streifen ist das Zeichen für die Planparalleleität der Luftschicht. 
Nun wird der iTlasäUb durch auTseren Zwang gebogen: Die Ober- 
fläche krOmmt sich nnd die Loftsdiiebt nimmt dsmentspredieDd an 
f ersdiiedeiien Stellen Tenohiedene Diebe aa Dies otebart sieh 
in einem Sjsteu fon IntetCnenntreiteii miehe enger naammcm- 
rftcken nnd aabbrndier werden» wenn die KrOmmnog des Stabes 
verstärkt wird. 

Die Gestalt und Lage der Streifen erhält man, wenn man die 
durch Gleichung (113b) gegebene Sattelfläche durchschneidet durch 
eine Schaar von Elbenen parallel zu der aufgelegten ebenen Olaoplatte. 
Der Abstand der NadU)arebeuen muls den Abstand einer halben 



> Comptes reudus tid, p. 3<8 (1869). 
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Welleniänge )ia})Pn. T>iej?e Schnittcurven sind, wie die analjtiscbe 
(Tfoniftrie lehrt, coasymptntische Hypprfif'ln. Dem entspricht bei 
guten Glüsern der Anblick des CoBNL-'schen Versuches aucli durchaus. 
Erscheint der Mittelpunkt des Hyperbelsyitems in der Mitte des dnrch 
die beiden Gliiätiüchen überdeckten Beobachtangsfeldes, m ist das 
«in Beweis, dafo die Gla^iUtte genaa panüld der B%eiie ^ » 0 
liegt Dies wollen nir aimdbiiieii; dann findet mia die melTtieolieii 
Oleiehiuigeii dm emMihMn Streileii, wenn num in (118b) tOx ^ eine 
nritihntittiitfliw Reibe tob WerÜhen eineelil, weldie beginnen mit dem 
negntiTen Novmalnbitend iwimImb dem Scbeitel dee FeiaboloidB nnd 
der Glasplatte, tmd zunehmen In poeitiven Schritten Ton je einer 
halben Welle über Null hinweg bis zu hinreichend rielen positiven 
Sonderwerthen. Die Asymiitoten der Hyperbelscbaar findet man, 
wenn man z" = 0 einsetzt. Daun hebt sich auch y: die A^vnif toten 
sind Ton der ätäxke der Biegung unabhängig; ihre Gleichung ist 

oder 




oder, da x and y' nur u nendli c h wenig Ton x und j/ Teischieden sind, 

f - ± 1^. (llSc) 

Nennen wir dengenigen Winkel zwiichen den beiden Asymptoten, 
welcher durdi die y-Axe helbirt wird, eo ist ^ = mithin 

*|-»^- 

Der Winkel u ist nun eine an dem Streifenphänomen gut meis- 
bare GfOAtt. Zwar halten die Starailini aalten eo lange ToUkonmien 
alill, als m einer aorgfUtigen Heaanng erfoxderii<di iat> doeh gelang 
es, aie in aehr binan Ei^oritionaieiten an photogmpluren. Die 
Lichtbilder lasaon aich dann in aUer Sähe ansm^^en. Cobnü gewann 
als Mittelwerth aus vielen Messungen einen aolchen Werth ülr den 
Winkel a (nahe an 58^ welcher aehr genau der Bedingong 
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entsprach; das \>vi\>i, es ist fOr die TOn ihm uiiten>uchten Gläser 
thatsächlich /i = t • 

Von der Isotropie seiner Glasstäbe konnte Cobnu sich durch 
anderweitige empfincBiehe optische FrSfimgen überzeugen. Lidetieo 
igi aeme VomnithaDg, die Toa EnOBBonp nnteiBiicbtfln StahlatMbe 
(siehe hier § 46) mflfirten aoisolvoi» gewssen sein, eben wefl sie 
für ^ abweidiende Werübe eigabeo, dadnnh mebt genoblifertigt 

§ 4&, Biegung horlzontalAr Stäbe durch Belastung der Enden. 

Erzeugt man in einem Stabe Biegung dadurch, dafs mau ihn 
an einem Ende in einem starren Halter horizontal festklemmt, 
frllumid naik das £raie Binde dnrob ein angehängtes Qewicbt be» 
lastd» so hat die Deformation nicht den etnfiuihen Obankter, weleber 
in den beiden TOKan^benden Paragraphen Taranagesetit wurde. 

Wir haben awar andi jelit in jedem Qnanehnitte Gleichgewicht 
zwischen zwei entgegengesetzten Drehnngsmomenten, hervorgebracht 
dnieb ^•Ezftfte; während aber bei der früheren Biegung diese 
Momente an allen Stellen des Stabes Ton gleicher Gröfse waren 
(da nur proportional % aber unabhängig von x gefunden wurde), 
hallen wir hier Momente, welche am befestigten Ende (x = 0) am 
stärksten sind und bis Null abnehmen, wenn man gegen die Stelle 
des angehängten Gewichtes (x s p) vorrückt Die Durchbiegung in 
Folge des Eigengewichtes des Stabes wollen wir bei dieser Be- 
traditong einfaebbejtsbalber Temaohl&ssigen, also aanehmen, dafb 
der unbelastete Stab gerade und horizontal in die Loffc ragt Die 
angehängte Masse M mala dann bedeutend gegfinlkber der Stabmaase 
angenommen werden, um denttiohe^ wann auoh Ueine Biagong zu 
erzeugen. 

Der Zustand an einem Querschnitte von bestiramtem x würde 
nngeändert bleiben, wenn das jenseits liegende Stück dr? Stabes 
ideal starr fjemnfht werden könnte. Dies^os Stabende .siirde dann 
wirken wie ein Hebelarm von der Länge p — x, an dessen Ende 
eine Kraft Mg in ßichtung der positiven %-Axe angreift. Da die 
Neigung klein bleiben aoll, liefert dieser Uebel für den C^uerscimitt x 
ein Drehungsmoment 

U^^Mg-ip-x). (114) 

Ans diesem mit waohaendem s aboehmenden Warthe kann man 
auch sehlie f seni dals die gsgsn daa belaatete Ehide bin gegen 
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NqU streben, dab also nicht gleidt Noll sein kann. Da nun 

tlx 

nach der ersten der Gkichimgen (40) 

dx dy dx 

sein muTs, können die beiden hinteren Glieder dieses Trmoms eben- 
falls nicht Null sein. Wenn also beim Fehlen äufserer Flächen- 
kräfte auf ilie leiten des Stabes an der Oberfläche auch X = A ^0 
sein mag, so werden die Schabkräfte doch im Inneren des Stabes 
iridEiam sein mflssen und Schserangcoi psarallel der aT-Biehtong er- 
zeugen. Wir haben daher eina siamliah Temidnlta Anordnung der 
VsETttckung au enrarlen. Die Betrachtung dieser soll hier nidit 
duzdigeftüirt werden« vir wollen uns auf eine praktiBdi widilige 
Frage beechiftnken, deren Antwort wir im nächsten Paragraphen 
brauchen werden: 

Wie grofs ist der Neigungswinkel gegen die Horisontale an 
einer Stelle des Stabes, speciell an seinem Enrle? 

Ein sehr kurzer Ausachnitt aus dem Stabe, begrenzt durch zwei 
Querschnitte im Abstand dr, darf als geboffen gelten nach den ein- 
fachen Gesetzen der vorigen beideu i'aragraphen, deuu die Ver- 
änderung des Drehungsmomentes in der kurzen Strecke dx ist ver- 
sohwindend gegen den ganzen Betrag. Zonftcbst mflssen wir das dort 
bflnulute BiegangsmaCs / an&nehen. Dieses war in CQeiohnng (III) 
auagedrflckt durch einen Brueh, als dessen Zlhl« der Neigunga- 
winkel zwischen Stabende und Stabmitte auftrat Beaeichnen wir 
nun hier die Neigung der Stabcurre gsgsn die Horizontale an den 
QuersdinittBsteUen z und » + mit <p und + d^, bo ist d<p 
der ganze Richtungsuntersehied zwischen den beiden Enden des 
Stabelementesi also das Doppelte des Winkels zwischen Ende und 

JGtta Wir mflssen also als Zihler tou / aasetMn Der Nenner 

von y in Gleichung (III) bedeutet die ganze btabiauge, aku m 
nnserem Falle das ganze Lftngenelement dx. Wir finden also: 

Nun wollen wir die weitere Betrachtung beschttokflu auf Sübe 
mit reehtecHgem Qnerachnitt (2« • 2r) und solche mit kwaafifaTuigsm 
Qnenefanitt ftr welche wir in § 48 die fertigen Formeln 
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für die zur Biegung y geliöreudeu Drehungsmomeutü beäit/en. Man 
erhält ftlr den rechteclrig;ön Querschnitt aus Gleichung (106) mit 
Benutzung ?ou Gleichung (ilö) dua an der Sieile x wirkende Moment: 

^^^iEqr*'^ (IIÖQ) 

für den kreisrunden Quei^chnitt aus Gleichung (107) 

Diese Ausdrücke mfissen vir nun dem in Gleichong (114) geforderten 
Warthe des Drdiiing9mioin«nt6B gldehMlnii und werden dadiuoh 
für l»aide Stadbfonnen auf die nimlifthe Differwttialglfflfthiing geflllirt: 



iit fbr BeditoGlttt 



und fUx 



2=0.(p-«). (117) 



Die böchit einfiuihe IittBgnIioii von (117) liefert 9 als Fimotioii 
der Llnge x: 



(Hb) 



Eine lutegrationsconstante tritt nicht hinzu, da für das eingeklemmte 
Stabende 9 - 0 Meilil Für das belastete Stabende &]gt danms 

also ffir den rechtwinkiigeu Stab: 

^ SJBqr» ' ^^^^^^ 

fitar den kreitmnden Stab: 

Letzteren Ausdruck werden wir im nächsten Paragraphen benutzen. 

Da wir gerade beim Integriien sind, willen wir noch einen 
Sdiiitt weiter gehen. 80 lange die Neigimg Unn ie^ gilt ftr jede 
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Stelle dee Stabes ^«n-^. Diee kOnnen wir in (118) üiüdi 

setzen. £ine oodunalige Integration liefert dann 

Eine additive Ooniteate iet auch Uer imnlWihig, da das foete Stab- 
ende seine Höhenlage nicht Teitndert Die Stabenrre mab also 
selbst bei Ueiner Biegong ab Corve dritten Gradei^ nicht aber als 

Parabel angesehen werden. 

Die bei di^r Berechnung Torausgesetzte Grenzbedingung, dais 
das Ende x=0 horizontal frstjrpVlommt ist, kann man, wie leicht 
ersichtlich, auch durch eine an leru Einrichtung ersetzen. Man 
braucht nur den Stab nach der Seite der negativen x fortssuset^en 
und dort ganz symmetrisch im Abstände —p ein zweites Gtewicht 
vou derselben Masse M anzuliäugen. Der Mittelquerschnitt x = 0 
braacht dann nicht starr festgeklemmt, sondern nur nnterstdtrt an 
werden. 



§46. Kirchhof f's Methode zur Bestimmung des Gröften- 
verhaltnisses zwischen den beiden elastischen Conatantam 

isotroper Körper. 

Die gsschiohtlielio Entwiekshmg der BDaslidtiMfaeorie hat es 
mit sieb gebraeht, dab die Frage naeh der PomBOi'sQhen Zahl ß 

in den Vordeignind des Interesses gerückt wurde. So bezeichnet 
denn auch Eibcbbow im l^tel der hier zu bespreoheaden ArbMt^ 
als Ziel seiner Messungen „das VerhältniTs der Quercontraction zur 
Längendilatation", indessen scheint die allgemeinere Bezpiohnung, 
welche iu der üeberschntt dieses P«r;iL,^r:[i)lipn rrfwählt wurc)v, d« n 
ursprünglichen Sinn der Sache directer zu treffen. Es werden 
nämlich die durch eine geeignete Yersuchsanordnung gleichzeitig 
erzengte Biegung und Torsiou cyliudrischer Stäbe mit einander rer- 
glichen. Die Tollkommene mathemaiistthe Analogie swiaohen den 
AnsdrOoken des Torfionnnftiiigntes n«^ des BS eg"' ^Cf"W*"'**'"te S| welohe 
anoh den Anstolk mr Eifindiuig diessr Meßmethode gegeben bat» 
liefert dabei direct das Gf6£beav«rliiltni(k swiscben den Xodidn K 
und JEl Ob man daraus nachher noch die Zahl ß oder die Zahl 9, 
oder endlich das VerbältniH» HiK berechnet, ist nnwesentlieh. 

> F«igg. Ann. 106, ISM. Ges. Abk 8. Sit. 
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Die Mefhod« irolkn wir, ohne tnd die ^enehiedeiien VoniohtB- 
ma&regeln mm Schote gegen Fehlerquellen einngeheii, nur in ihram 

Princip chankkerisiren. Ein Stab am Iederluu1«ni Stahl wird in 
seiner Mitte festgehalten (festgelöthet in einem passend dorohlöcherten 
Stahlblech). Nahe seinen beiden Enden^ symmetrisch zur Mitte und 
im gegenseitigen Abstand 2^, sind an ihm zwei leichte Querarme 
senkrecht zum Stab und horizontal festgemacht, an deren diagonal 
gegenüberliegenden Enden im Querabstand / von der Stabaxe zwei 
gleiche Massen M angehängt werden köuueu. Ohne diese Belastung 
sei der Stab gerade; die Durchbiegang durch das eigene Gewicht» 
dmoh die beidea Qnenurme und die naddier m erwihneDden 
Spiegehdien «n den Enden dQifen irir liei dieser Beinwhtang ver- 
nachUteBigen. Die beiden ICrSfte Mg an den Aimendsn oben eine 
iwei&che ^^xknng. Um das klar an machen, denken wir wo» in 
den beiden Punkten, wo die Arme am Stab befestigt sind, noch je 
zwei einander entgegeogesetate Kiftfte Mg, yertical abwärts und 
aufwärts. Diese vernichten sich in jedem der beiden gedachten 
Angriffspunkte, ihr Zusatz stört das eingetretene Gleichgewicht des 
belasteten Systems also nicht Nun kann man aber auch zusammen- 
fassen die abwärts gerichteten Sclnv i kiäfte der angehängten Ge- 
wichte und die aufwärts gerichteten ZusatzkräXte. Diese bilden an 
beiden Enden je ein Eräitepaar, deren Moment den absoluten 
Betrag 

K^aJf^-r (190) 

besitzt, das eine rechtsdrehend, das andere link^flrohpnd um die 
Stabaxe r. Diese Kräft^paare er?;Gugen eine Torsiou m dem U^linder, 
bei welcher die um die Axenlänge p von dem festgehaltenen Mittel- 
querschuitt absteheudeu Teile um die Stabaxe gedreht sind durch 
den Winkel r, dessen Betrag man direct aus Gleichung (97 a) auf 
Sb 166 ableeen kann» wenn man fUr das Tonionsmoment den 
Weräi (120) einsetst Es ergiebt giob also: 

Nvn bleiben nodi die beiden in don Annkrenaiingen nach nnten 
siebenden Eiifte Mg tkaag, deren BeenUante dnreh die Beisatignng 
der 8tabmitte aoiSseboben wird Diese beiden rofen diejenige Art 
TOnBiegncg herTor, die wir im Tongen Paragraphen betrachteten, gaaa 

ebenso, als wären die Massen nicht an den Querarmen, sondern am 
Stabe seihet in den Abstttnden ±p Ton der Mitte beüeetigt Den 
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Keigangffpink«! 9, wdohen die Teile im Abetsad p gegen 
Hoiiioiktale d«4iireh eonthmen, finden nir fertig beredmet in 
Gfldehung (U80); w tei mm Veigleieii hier niedcriiolts 

Die beiden Ueinen Deformatdonen Torsion und fiiegaag ei^er* 
pomren ödi nngeetfirt, die beiden kleinen Drehungen r und 9, 
deren erstere um die horizontale x-Axe, letztere um die hffriiftWtlJft 

7f-Axc stattfindet, addiren »'u-h also geometrisch zu einer resnltiren- 
den Drehunc nni pir,c In 11 /(iiitale, schräg gegen dr-n Stab gelegene 
Axe. Bei diesen Messungen kommt es nur auf deren Richtung an, 
man liudct sie, wie bei allen Vectoradditionen, dadurch, dafs man 
auf der x-Axe einen Pfeil proportional z, auf der ^-Axe einen solchen 
proportioiutl <p «oftrlgl; die Diagonale des Beekteckee ans r und <p 
liefert die lesnltirende Am, Der Winkel webben sie mit der 
«-Aze bUdeti ist gageben dnreh: 

Bildet man nach (120 a und b) die rechts stehende VerhältnKs- 
saU, 80 heben lioh dank der ftbereittstünmenden Büdnag beider 

Anadrikeke die Faetoren ^^^'2 , lüm hat alao nioht n5thig die 

na* 

ahsoluf^ Grofse der ! >* [;istung M und namenÜich niobt den Kadios a 
der O^lmder zu bestimmen. Man erhält 

r l E 

(121) 

Die Strecken l und p müssen also prenan ausgemessen werden; 
der KiKCHiioi'K'sche Apparat besitzt technische Einrichtungen, welche 
dies durch Kinstellen der Mikroskope eines Comparators auf gewisse 
scharfe Maiküu ermügiicht; die einen bestimmen exact die doppelten 
L&ngen 21 auf den Querarmen, die anderen dm Abftaad 3fr der 
beiden Arme auf dem Stabe. Die hwptnlehliflhe irthiend des 7er- 
«Behes dturah Beobaelitnng featanateUende OiOfee iat der Winkel « 
oder daa YeiliftltDib iwiaehen r nnd ^ Zn dem Zwecke aind an 
den Stabenden nahe aufserhalb der Querstäbe zwei nach oben ge- 
kehrte Silberspiegelchen hoziaontal angehneht; d» die Stabenden 
jenseits der Qeecinne fon keinen Kiiften angegriffen werden, so 
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findet in ihnen auoh keine Defonnation weitor itatt, de machen 
yielmchr die Drehungen mit, welche die Kreazungspunkte von Stab 
und Qarrnrmön auslüliren. In diesen Spiegeln wird durch s^wei 
Tertical nach unten gerichtet« Fernrohre mit Fad»M)kreuzen ein 
enges Netz von senkrecht sich durclisetzenden äquidiatanten Linien 
parallel den Richtungen x und y betrachtet Dieses fein geteilte 
Coordinatenpapier, dessen Theilstriche ablesbar numerirt sind, ist 
m Hlüpten des giuiaen Appwfttes horisoittal befestigt, und enetet 
geniieennAben zwei auf dnander lenkrecbte Scalen, denn eme^ 
penM den Winkel ^ allein, deren anden^ pwallel y, den 
Winkd t allein aibndeeen erlaabt Die AUernngan beider Saalen- 
abmessungen, welche das Fadenkreos vor der Belastung und nadi 
der Belaatnng auf dem Coordinatenpapier markirt, geben dann das 

TdMndige Material rar Beetinunnng von — . 

9 

Damit ist diese Methode in ihrem Princip beschrieben. Das 
directe Ki^ebniTs ist die genaue Kenntnifs des Verhältnisses: 



B 
K 



(121a) 



E 

Unsere Tabelle (87) auf S. 153 zeigt nun, dafs 2(1 

A 

igt Setst man diee in die daraberstofaende Gleiolinng ein, lo kann 
man berechnen 

(121b) 

Ale IBM m tielen Beobaehtangen an drn fedecliaiten StabU 
ettiben ftnd ifw™«»*» den Werth 

0,294, 

alio erhebUdi mehr als ^ gesogenen H eestagstab £uid 
er gar 0,887; dieser war ta/SMinAk nicht isotrop, doch ist es 
unmöglich ansonehmen, dab dadordi allein eine so grobe Ab- 
weichung gegen den von Ponsoir and Gonnu gelorderten Werth 
erklärt werden kann. 
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tt«iehf0wiBh.t «nd B«w«|rangeii in oontinnirlieh 
Tvrimiteteii Mumwil IM« Xrftfte sind Torgesohziab«!!, 
di» YtttTttelmigaii w«rdeii gMiieht. 



§ 47. Einleitung. 

Es wurde bereili am Anfang des yorigen Theiles erwähnt, dafii 
die zweite Klasse Ton Angaben, bei denen die iniicnden Kräfte 
als bekannt angesehen werden und die Verrückungen oder Defor- 
mationen, welche dadurch in bestimmten Körpern erzeugt werden, 
zu suchen sind, dafs diese AuIl^i i- n si h-Aierig zu behandeln sind 
und sich nicht in allen Fällen analytisch losen lassen. Die Schwierig- 
keit liegt iiomer in der Erfüllung der hchtigen Grenzbediuguageu. 
Man hat da keine allgemein anwendbare Methode sondern ist meist 
aogttwieaen auf empiriflehaa Snwttfceii der lidhligeii LQmng oder auf 
nur angenäherte DanieÜimgen. Pfir nnbesreute Sabetanien in- 
deaaen, bei denen kiine Bedingungen filr die Obecflidie lo bertdc» 
sichtigen sind, giebt ee eine fJlgemeine Methode der^LSaang. Die 
Kräfte, welche das Innere der nnbegraizt gedachten Snbetanz an- 
greifen, sind die schon früher von nna eingeführten Maraenkräfte 
oder Femkrlift<3, also gerade diejenigen, welche wir in allen Bei- 
spielen des vorigen TIk-üo'* unberücksichtigt la^^en durften. Diesen 
wird das Gleichgewicht gehalten you den aus der Verzerrung der 
Substanz entspringenden Antrieben aof die Masse. 



§ 46w Die IMlIlBrentlalglelcluiii^n für die Tolniiidilatatlon 
und die drei Drehungaoomponenten. 

Wir haben die Massenkräfle, deren Beschleunigungscomponenten 
durch Xf Z bezeichnet wurden, ursprünglich gewonnen lu den 
Fomen Gleiofamigen (40) Seite 77. Die aeelia Strenngftt&en, deren 
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Differentialqnotienten hinf>!T>kommen, hatten wir aber für isotrop« 
Medien in den Gleichungen (65 und a) auf die Differential quoti- nts n 
der VerrilckimgscompoueQteu zurückgeführt, und so die tertigea 
Differentialgleichungen (67) enthalten, die wir hier gebrauchen wollen. 
Sie lauteten: 

^»•r--Jr'Jij-iC(l + 2Ö)-|^ f (122) 

m' ^ - - ic-J - + 2 ö).~ . 

Die Massendichtigkeit b^eichneu wir zum ünteraohied von der 

einen Drehungscomponente n hif^r und im Folgenden immer durch /i'. 
In diesen Gleichungen sind dw linken Seiten jetzt als bekannte Func- 
tionen der Ooordinaten anzusehen. Die Elasticitätscof t;! lentcn K 
und f) (statt welcher mau auch H und K benatzen konnte) sollen, 
ebenso wie (jl, im ganzen Räume coustaat sein. An unbekannten 
YanalMlii htSbm wir |, 17, ^ und die Bildimg: 

dä dij dt 

Wegen des Vorkommens dieses ff} sind die Variabelen in den drei 
Gleichungen nicht L'pMennt. ^lan k.u.n aber ilurrli zwei ganz tTpische 
Operationen aus ihnen neue Dillen 11 1 kl! ^^leichuugeii ableiten, deren 
jede nur eine einzelne unbekannte Funcuon enthält Erstens difle- 
renziren wir die erste nach jr, die zweite nach y, die dritte nach x, 

imd Jkddirea alle dreL Dann darf man J £ >■ J setien und 

Ündet: 

JdX _^dY , dZ\ 
»>-2ir(l + d)*Ja». 



(124) 



Zweitens aber differenzirt man die dritte Gleichung nach y und 
zieht davon ab die nach » differenzirte zweite Olddiung; dadurch 
eliminirt man a» und ee bleibt: 

& V. naunnai» VhMNk Itvrfk. Mfl. IS 
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Buroli aniloge Vtririodmig der anderan mOgUohenPMi« kommt nobk: 



dx dy I \ax djfj ^ ' 



In diaMii ktaton dni GMokangen kommen ledita ab gaenckte 
Fanetionen die doppelten Gompone&ten der Drehung 2/1, 2^ 2 p 
Tor, weloke mit dem V^Tückniigen verbunden ist Etwas aadeie 
geordnet fcum man alao dieae tier Diffeientiilgieiohimgen ickEeOMn: 

A ft^ (BX . dT . dZ\ 



fi' I dz dT 
" 2K \ dy öx 
ft! jdX dZ] 



2K \ dz ÖT j 

ji'_ldy dx 



dX\ 



(125a) 



Die reoblmi Seiten eiad TOfgeachriekeaa Fanotkmen der Ooonfinaten. 
Die Qleidinagen lind alle nach dam gleiohen Sokema gebant, wel> 
ckei mr sdneibeB kOtmea: 

Afp ^ -i»'f{x,y,x), (126) 

Dabei ist 9 die gesackte Fonctionf wfthrend f^v,») eine vor^ 
gesdmekene Fnnetion ist INffvenkialgleiokimgeii ^eser Art treten 
in Tersebiedenen Kapiteln der tbeoretisohen Pkfrik aQ£ Znent 

begegnete man iknen wohl bei der Theorie der Anziehnng beziehungs- 
weise Abstofstmg zwischen trfigen Massen (Gravitation) und zwischen 

elektrischen oder magnetischen Ludangen. Die gegebene Function f 
bedeutet dann die räumliclie Dichtigkeit des Agen«. von welchem 
die wirkenden Kräfte ausgehen, während ff al« das Potential dieser 
Kräfte bezeichnet wird. Als Werth des Poleutiais an einer Stelle 
des BAumoä detimrt mau die Arbeit, welche nöthig ist^ am ein mit 
der positiven Einkeit des Agens beladenes Theilchen aus unendhcher 
Entfemong, wo die Kräfte Tersokirinden mAmen, keranialUinB an 
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den betre ffi a n den Ort gfigm die ÜMtobmig der fli*i«liii*m^g— * dnvcli 

die Yerteilung tod f angegebenoi Agentien. Bei der Gravitatioii 
tritt freilich der norkwOrdige Umitaiid ein, dafii wir nur «bsolnte 
Werthe des Agens, nämlich nur positive Massen kennen, zwischen 
denen immer Anziehnn? bn^teht nach vorstehender Definition 

berechnete Potential einer im Eudlicheu liegenden Massenvertheilong 
hat dann stets negativen Werth und nähert sich in gi< istn Ent- 
fern ungeu dem Werthe Noll. Bei elektrischen oder muguetischen 
Dichtigkeiten aber werden wir in der Nähe positiver Ladungen 
mdi poittiTe Werthe toii ^ m erwerfeeii haben. Dieee VedhAlt- 
nieae entepredhea mehr denen, die irar hier ra betatohlen haben, 
dm die hier aollralenden vefgeeehiiebenen Funetionen f, Oom- 
pleze Tim Diffnentielqnoliettten der lÜMMofacifte, aind ebeafUla 
algebraische GröOsen, welche aowi^l positive wie negatife Loeal- 
warthe besitzen können. Da nnn die Theorie dieser zuerst von 
PoisaoN aufgestellten und gewöhnlich nach ihm benannten Poissox'- 
schen Differentinl Gleichung zumeist bei Gelegenheit der elektro- 
statischen uud magnetischen Erscheinungen eingehend studirt wurde, 
so haben sich die Bezeichnungen Potential und Dichtigkeit für gn 
und f eingebürgert und werden, da diese Namengebuug kurz uud 
vollkommen bezdchnend für das Verhalten der beiden Fanctions- 
•formen iai, andi ftbertragen anf Gtelnete^ wo <e sieh der Sache naeh 
um Begrüfo anderer Art handell» wie s. hier. Wo die Bieseiöfanang 
^ditigketlf' sn IrrtihUnieni fUuran hftnnte, weil nooh wahre Diohlig- 
keiten daneben in der Bechnong vorkommen, wie a. B. hier nnaer f^f 
«pricht man anch wohl allgemeiner von Intensitäten, welche der 
Potentialfunction zu Grunde liegen. Durch die vier Gleichungen 
(125 und a) sind also ro, X, /i, v als vier Potontialfunctioncn charak- 
terisirt, deren zugehörige Dichtigkeiten oder Intensitäten bekannt 
sind durch die Kraft ausdrücke rechts (Divergenz und Curl der Kraft). 
Den Factor 4-r, welcher in Gleichung (126) wegen der elektrischen 
Bedeutung von / uia Dichtigkeit der Ladung zugesetzt werden muiiite, 
kann man leicht in die Gleichungen (125) hineinschaffen, indem man 
ilm im SUer and Nenner nieetit ESn begiifflieher üntendned 
ist nooh KU erwihnen. Die Potentiale der Elekbostatik, aach der 
Gtaniatioii, aoeh die Geeohwind]^eitq[»otentiale der Ifydrodjmamik 
eind nngeriditete GrOlton; Ton anaeran Unbekannten ist nur (o an- 
gerichtet, dagegen sind X, ju, p Componenten dee Vectors Drehung. 

Vorausgesetzt nan, die Manier der Integration solcher Differen- 
tialgleichungen wäre uns schon bekannt, so würden wir vier von 
«inander unabhängige Lösungen m, X, ft, p finden. Die FunoUonen 

18 • 
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§ 48 



^i, fhv sind aber nicht unabhungig von t&naodtti, aqndank ea iMfllahi 
swiEnhen ämen nothirendig dio BeBiehnng: 



dp dp 

+ + 



(127) 



was man sofort aus den Detinitions&usdrücken der X, /i, v in 
Gleichungen (10 a') sieht Bildet man den vorstehenden Ausdruck, 
80 heben sich die 6 zweiten Differentialqnotienten der Verrückungs- 
componenten paarweise aui. Die Resultante von |, ^ ist ein im 
Räume stetig angeordneter Vector q, f&r einen solchen gilt also 
in dar AuBdrackaweise dar Veotofanaljite: DivCiirlf at 0. Dia 
IKraigana dea Coito ainaa statig varbnitatan Yaoton iat inuiMr NtdL 
^Wir wardan dahar für die dni DiffiBrantiailglaidiiiiigai (195a) 
nar aoldia Litegnle biaaoben können, welche sogleich taaSk diaaer 
letifem Beaialnng (127) gehorchen. Nun ist zu bemeiim^ dab dia 
rechten Seiten, wo die bekannten Ejctfte stehen, analc^ zusammen- 
gesetzt sind, wie die Drehnngscomponenten. Wenn wir also die 
erste der Gleichungen (125 a) nach Xj die zweite nach y, die dritte 
nach z differenziren und alle drei addiren, so lindeu wir auch för 
bulciie Lösungen, welche der Beziehung (127) nicht entsprechen 
sollten, doch immer: 



(128) 



Wir wollen nun zeigen, wie man ein Lösungssystfm u, 
welches der geforderten Beziehung nicht entspricht, cornu'in n kann. 
Die in Gleichung (127) gleich Null geforderte Summe wird dann 
irgend einen Ausdruck haben, welcher als Function der (Koordinaten 
arsahami 'Wir irolleii diaaan Anadmak aoglaich ab dai ^ ainar 
Hanau Potantialfinkfitioii x ^niehiiaii: 



. dX dp dv 
Die coffrigirtaii LSamigaii il, ^ v habaii dann dia Fofm 



(128 a) 



dx 

ö X 

dx 

^^^"^dy 

dx 



(128b) 



Digitized by Google 



UBBBSHAKOHmiElLOfiüMÖSirDEBaUaOHCma^^-O. 197 

Bildet man n&nüioh jetet die Urtesgaa der corrigirten LSBOOgeii, 
io efgiebt sich 

Wenn ee abo niciht gelingt auf den enten Wmf die paMendea 
IWolioiieii fBae X, ft, p wi findeo, so haben vir bier ein Mittel 
geeignete Eigtanngsglieder Unznrafftgen, welche diesen Mifsstnnd 
beseitigen; freOidi eribtdert dieser Yorgaiig wieder die Integration 
einer ebensolehen Dünrentialgletohiing^ darch weldie das J der 
gesnohten Fnnction x «ner bekannten Function gleichgoeotzt wird. 

§ 49. Ueber mancherlei Lösungen der Gleichung A<p — 

Wir haben uns soniehst un die Eigenschaftea der Fnaotioosa 
ra kttnunem, wekhe diePaiBB(ni*8dieDi£BBrentia]^ebnng befriedigen. 
Haben wir zwei Tersehtedene ISmotMinen ^| and geftnidenf welche 
beide dies leisten, dais 

J — 4/T / und auch J s= — 4«/" ist, 

80 kann man von beiden Seiten der Oleiahnngen die DiffiBsensen 
bilden vnd erhftlt 

Zwei TSfsdiiedene LOenngen kttnnen also sieh nur nntersoheiden um 
eine additir hinxntniande Fanction, deren A gleieh Null is^ also 
mit der besonderen Qeetalt der torgeschriebenen IHtditigheit f nichts 
m fhon hat Haben wir nur ein einsiges partionl&ree integral 
der gegebenen DifferentialgleichuTig (126) gefanden, so können wir 
alle möglichen Lösungen damas bilden dnrch Hinsoflkgoag TOn 
SnmmandeOf welche die Gleichang 

(129) 

befriedigen. Diese zuerst von Laplage aufgestellte und nach ihm 

benannte homogene lineare partielle Differentialgleichnng ist eine 
specielle Form der allcjpmeinerPTi PoissoN'schen. Sie gilt für <\m 
Potential an solchen Steilen Jea iiaumes, in denen die Dichtigkeit /' 
verschwindet, in unseren elastischen Gleichungen also da, wo ent- 
weder keine Massenkräfte angreifen, oder nur in solcher Vertheiluug 
angebracht sind, dab ihre DiveigeiuE md ihr CNbI hside Temehwindea. 
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Wegen der wichtigen Rolle, welche rlio Integrale der LAi'i.ACE'8chen 
DiflFerentialglei'-hnng auch als Zusatzglieder zu einzelnen Lösnngen 
der allgememereu PoissoN'schcn Difierentialgleichung spielen, ist 
es rathsam zunächst die sehr eingehend studirten Functionsformeu, 
welche der LAPLACK'schen Differentiidgleichung genügen, aozu- 
Alhren. 

Eine etile Klaimn wn LQeimgeii «ind ganze homogene al« 
gebnuadie Fonetioiieii äm CoofdiiialeiL Jede im Banm oonstaate 
6r5Ae undaedi jede homogene lineare Function ip ^ Äx + Bf-^Ox 
ist eine Ldsnng, denn alle awaiten Di£EBrtntialqiiotiente& dieaer rind 
einaehi gleioli Null. 

Bei einer homogenen Fonetion aweiten Oiadea 

<f « Äx^ 4- By^ + Cz* + 2Dyx + 2Exx + 2Fxtf 
erhilt man 

Eine solche iak ako nur dann Integial der LAPL^oi'eeben Gleidmng^ 
wenn <i + ^ + C » 0 ist; Ton den aecihs Coeffidenten blmben alao 
D, Fwülklldich, TOn drä drei ersten ist aber einerdnrch die beiden 
anderen bereits mit bestimmt Immerhin bleiben f&nf Ck>efficienten 
fim. So kann man itcr u höheren Graden anfeteigen. Eine 
homogene Fonetion der Variabaien x, y, % Tom Grade n besitsl^ 

wie man sieh leicht Idar machen kann, + ^K" + ^) QUeder, also 

ebenso viele feste Coefficienten; durch die zweimaligen DiÜerentia^ 
tionen. welche zur Bildung von Arp nSthig sind, erniedrigt sich der 
Grad um zwei Factoren in jedem Gliede. Das A (p wird dann eine 

homogene Fonetion fom Grade n — 2, besitet also nnr ^ — g-^ 

Glieder. Deren Coefficienten sind unter Ifitwirkong ganzer Zahlen 
gebildete homogene lineave Ansdrikeke der niaprfln^ohen Ooeflii- 

cienten von tp. Soll nnn an allen Stellen gleich NuU sein, so 
muTs jeder der sosammengesetzten CoefHcieilten einzeln gleich Null 
gefordert werden; so viele lineare Gleichungen müssen also zwischen 
den Coefficienten von rp erfüllt sein, als J^» Glieder z&hlt Die 
übrigen bleiben freij ihre Anzahl beträgt 

(n + l)(n + 2) (tt.l)n ^g^^ ^ 
3 2 
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io dftft man imaieiliin ein«ii umten SpielrMiii in der Auswahl 
pusender Function«!! behftlt 

Andi Summen Ton hemogenen ganzen Fonetioiien venoliiedener 

Grade, welche einseln gültig sind, liefern Lösungen. Eis iat in allen 
diesen Fällen immer leicht die noÜiwendigen Bedingungen zwischen 

den Coefficienten aufzufinden und eventuell mit Hülfe der Methode 
der mihestinimten Multiplicatoren an den Ausdrücken anzubringen. 
Diese Klasse von Lösungen besitzt im ganzen Raum ohne Ausnahme- 
stellen endliche Werthe, und überall einen stetigen Verlauf, auch 
alle Difierentialquotieuten bleiben allerorten stetig, ^lur in unend- 
Heben Entfemongen werden sie über alle Grenzen wachsen. 

Wichtiger ist eine andere Xlasse von Lösungen, Functionen 
wekhe an gewiaun Stellen im Inneren des Banmea^ an Ponktuu, 
Linien oder Fliehen unstetig oder unendlioh werden. Gerade bei 
den vwliflfenden Difegenttilgleiehimgen (fielen die DisooiLtiniiitften 
im Inneren des Ranmes, ftr welolien sie integrirt werden sollen, 
eine besonders wichtige Rolle: tob ihrer Art und Vertheilung hängt 
fast ausschlierslicb die Bestimmung der Functionen ab. Wählen 
wir einen festen Punkt im Räume mit den Coordinaten a, b, e; 
dann ist der Abstand r eines beliebigen Punktes Ztff,» vom diesem 
gegeben durch den Ausdruck 

H - 0» - «)' + (y - + - c)*. (130) 

Daxmns iolgl dnidi DüiBrailiation nadi « 

und zwei aailoge AnsdrOoke kann man fSae y und » ifaiden. Si 
ist also 

dr x — a dr y — b dr z — e 

Ji'~' ti-hr-' -Si'—- 
Wir können nun nachweisen, dafo die Function 

(181) 

in welcher m eine Constante bedeutet» ein partioaltoee Integral der 

LAPLACE'schen Gleichnnp ist. Dio Variabelen a-, y, « stecken in <p 
implidt darin, es ist also nach den Eegeln der Differentiahrecb&ung 
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dg> da dr m x — ü t — a 
di' ir äi'-l'—T H " 

md d0r swoits IMffBvnilul^iioliciit wird* 
iüDalog findet man 

öy' 

BUdet nun durah Addition diesar dni AiudrOfike m Tfinuiigeii 

sidi die enten Tenne sa — , die sweHen geben im ZftUer 

nach Gleichung (130) den Ausdruck für r-, welcher mit der fünften 
Potenz You r im Nenner und mit dem gemeinsamen i^actor 3 

dl» 

SU dem Werthe + wsammentritfc Es ist alao 

ein Anadraok^ der in der Huit im Allgemeinen i^eich Nvll ist. Nor 
in dem Oentan eelbst» wo r » 0 iit, eriudten wir — oo + 00| ein 
Zeichmi olme beatimmten Sinn. Der Punkt ü^h^ e bildet abo eine 
Aneneimieitelle, im gensen übrigen B«ame aber genflgt die Fonotion 



Nun können wir eine beHphieo Mrnire solcher Ceutra in. den 
Kaum einstellen und für jedes eine Potentialiunction 

bilden. Wegen der Hemogeneititt der Diffarentialgleichnng iit dann 
deren Snmme 



(18U) 



auch ein Integral, welches überall im Baume gilt, mit Ausnalime der 
Gentralpunktei in denen ein einzelnes r« verschwindet» also ein GUed 
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der Summe uneridlich wird. Hat man in einem abgeacbloesenen 
Baamgebiet eine Lösung der Dififerential^eidhiing henutellen, welche 
an allen Punkten gültig bleibt, so kann man immer noch aufserhalb 
oder sogar in der Rpf^ronzunpsfläche dieses Gebietes solche Centra 
annobmfrt mit bestimmten inteusitäten tua- l>as Tntoe^ral (131a) 
kömitö dann nur dadurch unendlich grofs werden, dufs man die 
Zahl a der endlichen Summanden über alle Grenzen grols niumL Ist 
mau dazu gezwungen» so muis man die zugehörigen Intensitäten in 
enteprecbwidem Jfi&e Torsohwmdend klein wfihlen, denn das ün- 
endUohwerdoi der LOeung moft man vermeiden. 

SoUielUidb ad noch bemerH dafo aaeh alle naob d«n Coordi* 
naten genommenen Differentialqaotienten gafondenerLSeongan wieder 

Lösungen ergeben, denn wenn A(f — 0 ist, so ist auch A — 0 etc. 

Nur hat man dabei zu beachten, welche neue Unstetigkeiten durcli 
die Differentiation eventuell eingeführt werden. T>ie durch diesen 
letzten Schritt gewonnenen Losungen entsprechen immer dicht neben- 
einander liegenden Centreu vuu entgegengesetzt gleicher Intensität, 
welche dann im Vergleich zu den einfachen Intensitäten sehr grofse 
Werthe haben müssen, um in entfernteren Stellen noch bemerkbare 
BtttiSge «nm Integral (f ni liafan. 

§ 50. Dar Green'ache Satz; 

Die Lehre von deu Eigenschaften der Integrale der Differential* 
^ohnngan mn T.Aw.An» und F^jmaoH wird weaantüdi gafitrderl 
dvroh euMD analytiaclian Sali, den wir Gbdv tecdanloen. Dieeer 
Sate iai im Wee an flieha n aina Uellioda der partaallen Intagration, 
dnroh welche ein Aber beetimmte Banmgransan erstrecktee drai- 
fitdiaB Integral dargeatellt werden kann dnrdi ein Oberflftchemntegral 
ttber die Begrenzung dieses Raumes, zu welchem freilich, wie bei 
jeder nur partiellen Integration, noch ein Restglied hinzutritt, welches 
Raumintecrral pelilieben ist. Die Ableitung dieses Satzes geht aus 
von der junnliciien i*ormel der Differentialrechnung, aus welcher 
auch die gewöliuliche partielle Integration sich herleitet: 

dtp d , . du 

Multipliciren wir mit rfr dij dz und integriren über einen beliebig 
umgrenzten Eaum, in dessen luuerem die beiden Functionen u und 



i 

I 
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ddbirt nod, lo bum mfta im entaa QMe fMhte die latogratkin 
luok c antiUitMi 



«nd « tileibt nur ein Dc^^pelintegral flbrig. Dieses ist aber uid- 
nwandflfai in ein OlievfildkMiiiitecnL ElRiciitet nmi »*«»>iti*ii noiauJ 
auf der Ueinen Beweflicbe • «ine SSnle^ io Iritt dieee^ m der 
po«itif«ii «-Biehtniig «Mittend, aa etner Stdle in dae üuneve dei 
IntflgratioiMigebietet ein, and an einer gegenüberliegenden Stelle 
nieder hinaus. Der mögliche Umstand, dals diese Säule mehrmel* 
nnd aastritt, ist f&r die weitere Betrachtang kein Hindemifs. 



In aohdien FSIImi iet nooh in (ISSn) ftr «»y nidit einCush die 

Differeos der Oberfl&dienwertfae swieeban dem letzten AwlEitt nnd 
dem ersten ISintritt m «eteen, sondern es sind die Differenzen der 
Werthe zwischen je zwei auf einander folgenden Eintritts- und Ane- 
trittsstellen zu bilden und deren Summe zu nehmen. Wir wollen 
hier auf diese Complication nicht weiter eingehen. Die Säule 
schneidet aus der OherHäche zwei Flächenelemente heraus, an der 
Eintrittsfittille äSf^, an der Austrittsstelle dty Die ins Innere ge- 
richtete Nonnaie bildet an der ESintrittastelle mit der positiven 
s-Biditong einen epitun ^i^nkeL MIß ist deiher^ wenn «De Flidien' 
wttFthe nfaeolnt genoomien werden, 

dy • dz d • cos x. 

An der AnstrittssteUe aber ist notbwendig stumpf, man moia 
daher setzen 

äff ' dz — <i#j cosn^x. 
Unn kann ebo folgende Umfiwmnng ninehen 

JJ iydx u"^ mm JJdjfd»{u*^)^— JJdydxiff^ 

«— — J^dsj cos X • (u't//)^ — JJ cos a; • (« • 
— JJ* ooe MS • (« • 1^). 

Dieses letzte Integral ist über die gesammte Oberfläche des Inte- 
grationsgebietes zu tTstrecken. (Ver','! di" fjn'i?. ähnliche Umformung 
auf S. 69.) Wir gewinnen also aus (jluichung (132) 
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dx dy dx ' ^ • -^^J 
— / / rf* OOS nx' {u 



Dunit der eben augofllhrto Sohritl mOglioh mA, münen entenft 
II und iff, womi» deren erste DiiEBirentidfiiotuiiten dikdeatig eein und 
80 Terlai^Eiuk, da& die beiden Bftumintegrale endliche Warthe erhalten. 
Sie dürfen also höchstens an einzelnen Stellen in solcher Weise 
unendlich werden, daA trotsdem die Integrale endlich bleiben. 
Zweitens aber setzt die partielle Integration, welche in Gleichung^ 
{132a) ausgeführt ist, voran«;, dafs ?r • ??» im ganzen inneren Räume 
stetig verläuft. Wenn diusi^ l)iMiin)_niiig nicht erfüllt ist, wird die 
Gleichnng (132a) ungültig, weil die linke Seite von einem Sprunge 
des {u • xfj) nicht betroffen wird, während er rechts in der Differenz 
der GrenxwertfM mit aufgenommen let Will man die Gleichnng 
tBüt einen soldien Fell corrigiren, so mvb man rechts die GfObe 
dieeee Spmagee abnehen» oder man mnli die DieGontinnitSt anlEusen 
als eine stetige aber sehr steile Aenderang des u • t^. Der Diffe* 

rentialquotient (u • xp) bekommt daun au jener Stelle einen sehr 



grofsen Werth, so dafs ein einzelnes Element des links stehenden 
Integrals, bei welchem der Schritt dx über dies Gebiet wegsetzt, 
einen endlichen Betrag erhält. Bei beiden Auffassungen kommt es 
darauf hinaus, dafs man die Un stetigkeitssteile durch eine ihrer 
Geatalt angepafste OberÜäche umhüllen mufs, sie gewissermafsou aus 
dem Integrationsraome herausschneiden mufs und diese Oberfläche 
mit unter die Begraiaangen des Baomee anfiiehmen mnlk Li dem 
Uftebenintegral der Oleiehuig (182b) sind dann anch die Uber diese 
innere Grenxfl&che genommeneit Antheile wa berftcksiofatiflen» 

Nun wollen irir die Fnnotion u anfhssen als die imch » ge- 
btldeto Ableitong einer anderen Fonction 9 



Die Bedingnngen fiir ^ bestehen dann darin, dafo andi dessen 

zweiter Differentialqnotient ß-^* welcher im Ravmint^pral rechts 
auftritt, integrabel bleibe, and dais der erste IMereatialqtiotient 



dcp 





Annahme; 
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dxdffd» 



d (p d rf' 
dx dx 



008 



dw 
dx ^ 



(t82c) 



Was wir nim eben unter besonderer Beliaiidliiiig der «B-Goordmato 
abgelflitat hAben, kSnnen wir an denselben beiden Fanetionen q> 
nnd ^ andi in Bezug auf die th vnd «-Coordinate ansführen. Bb 

treten dann natürlich die ganz analogen Bedingungen der Integra- 
bilität und Stetigkeit auch für die nach y nnd z gebildeten Diffe- 
rentialquotiont*»ü hinzu, und man trpwinnt noch zwei solche 
Gleichungen, welche aus (18'2r^ duii 1; Kr^ttzung des Zeichens r 
durch y resp. durch z hervurgeiien. Diese dm Gleichungen woileu 
wir nun adJiren. Da die Integrationsgrenzen sich in allem auf 
denselben !Raum uud dessen OberÜäche beziehen, kann man die 
drei Eannuntegrale links und rechts nnd sndi die drei OberfllebMi- 
intograle in je eines znsanunen&ssen. Daba tritt in letaterem als 
Intognudns auf: 

dcp . öqp . dw 

OOS nx • ^ • V + coe «y • ^ V + ^ • ^» 

Macht man nun an irgend einer Stelle der Obertläche einen Schritt 
du lu Kichtung der inneren Normale, dessen Compouenteu durch 
dx, dy, dx gegeben sind, so ist 



dx 

OOS »« H -j^, COSflff 



dy 



eosn» 



dz 
d^' 



Der Integrsnd des OberfläoheDintegrales wird 

^ [dx dn^dy dn^dz dn)^ dn* 

Im ilauiüiiitegral bildet sich die Summe der zweiten DifiFerential- 
quotieuten, welche wir durch J ^ bezeichnet haben. Nun können 
wir das Besnltat dw Addition der drei analog (132 c) gebildeten 
Gl«ebnngm fiartig binstellen in der Oleichong 



dxdfd*' 



d (f d tp dff 
dx dx ^ öy 



d u> d (f 
öy ~^d» 



dtp\ 



im 



Dies ist die Grondform des Qnmi'sehen Satses. 
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Die linke Seite iel nach bdden Fandionen <p und ^ qrmme* 
trifloh gebüdeL Die rechte Seite aber iat nnfl^mmetriicli: Die 

IWction 1/7 ist nicht d i ffi BOP e nzirt, dementeprechend sind aach die 
zur Gültigkeit des Satzes nöthigen Bedingnngen für beide Functionen 
nsgleich. Ueber die Stetigkeit der ersten und die Integrabilität der 
zweiten Differentialqnotienten von i/» brauchen keine bestimmten 
Annahmen gemacht zu werden. Wenn aber i/» derartig ist, dafs es 
alle die für (f nöthigen Bedingungen auch erfUllt, SO zeigt die 
Symmetrie der linken Seite des (iKüKN'schen Satzes, dafs aucli die 
rechte Seite ihren Werth nicht ändert, wenn mau die RoUen von 
nnd ^> JO^tmAA. Bin« diieete Folgeraug ani dem Varaogebenden 
itt daher: 



Aus diesen beiden Theoremen werden wir mm weitere Schlüsse 
ziehen können über die Lösungen der uns Torliegenden Difierential- 
gieichungen. 



Die erste ftr den Charakter dar Potentialfiinctionen wiohtige 
Folgsmag am dem GhuDDi'sdhea Satze wollen wir dadurch berleiteo, 
daJb irir die beiden in Verbnidnng gebrachten Fonctionen identift* 
dien, also setaen 



Wir wollen nun annehmen, die Function \p sei eine LOsnng 
der LAPLACE'schen Differentialgleichung J i^ 0 im ganzen Inte- 
grationanuime» Wenn dann an allen Stellen der Obeiflftohe dieses 




(133 a) 



% 61. EiodienliiMt der LOeungen. 



IHe CMeichnng (133) nimmt dann die Gestalt an: 




(134) 
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Rmudm entweder ^ * 0 ist, oder bi 0, so Ist die reohie Sefto 

der vorstebpnfl"n GImi liuii;„' ('■'^4) ;nrl^ich Null, also auch die linke 
Saite gleich Smi. Diese iinke Seite isi aber em Kaummtegral über 
eine Summe von drei Quadraten reeller Gröfsen, welche also an 
allen Stellen positive Wertlie besitzen muCs, höchstens Noll, aber 
MiesMls negatiT ip«iid«i kann. Du Ymdammäm ä mm hAapt^ 
Jcaan nur dadnreh sn Stande kummun, dde an allen StaDon dea 
IirtegratioBnMiiiMft Ins an die 6i«iiillidi<ii: 

ö 1/' _ d v _ dip ^ ^ 
dx ~ dy ~ dz^ 

iBt Du heSTat aber, dala ^ im ganaen Baume ein «nd deueLbea 
coDBCanten Werth besitzt Im Fa&e, dali an dar Oberfl&che 0 
gilt, gilt dies aneh im gansen Baume; wenn an der OberB&ohe 

~ 0 ist, also diefat an der Grenze des Baumes beim ESndringen 

€f n 

in ihn f'- nir^rmrls seinen Werth ündert. so kann r!> m\ Inneren nooh 
einen beliebigen, ul cr nur einen constanten Werth besitzen. 

Nan sahen wir im Anffuig des § 49, dals zwei verschiedene 
Lösongen der allgemeineren PoiäsoM'scheu Di£[erentialgleichung sich 
HIV intaBMlieidaii kOimaa dnidi du Ebmifareten einer Fanction, 
ireldie der LmiACai'Bchen DÜbrential^eicknDg genügt Nebnun 
wir mm an, wir bftttmi ftr ein abgesobloaBenes Baumgebiet awei 
LOsongen der Fomsoii'acbmi IKfiareiifeial^eidkuig 9», and ^ ge- 
InDdeu, welche im pinzen Inneren entweder stetig verlaafeD, oder 
aber die nimlidien Discontinuitäten aufweison. und welche aufser- 
dem an der ganzen Oberfläche dieses Gebietes gleiche Werthe be- 
sitzen, 80 folgt, dafs diese beiden Lösungen auch im ganzen Inneren 
identisch sein müssen. Denn die Difleronz qr', — rf^ = »/' ist an der 
-Obertläche überall gleich Null und gehorcht im Inneren der Lapi^ace'- 
schen Gleichung. Darin liegt der Beweis für die eindeutige Bestimmt- 
heit einer Lösung, welche yorgeschriebene Oberflächenwerthe erfaUt 
Haben wir ein partioallna Integral gefondan, welehes diePoiBB(m*8dia 
Oleiebuig befriedigt und an der OberflSoha des Integrattonsraames 
Torgesohriebene Wertbe anmmmti ao sind wir aiobar, dab ea kein 
4aTon venebiedenes Integral mehr giebt, wakibas dasselbe leistet 
Diese Sicherheit ist wichtig fUr den nftdhslen Sobrit^ dnrcb d^n 
m solche Intagrale aufeuehen werden. 
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% 52. Allgemeine Methode der Intention für die DilIerenUai> 

glelchung J 9} « — 4« /. 

Wir wollen den Qmn'eoiMn Satt jetoi amranden anf eine 
Fnnetiony^ weloli» im gaasen IntegiationsrMime olineUnendlicbkeU»* 
pnnikto oder eonatige IMflcontinintiUen der Düferentiali^eioliQng 

gealkgi Die aweite Function ^ betraofaten wir ala ein ana^rtisehea 
HSlftniittel und geben ihr eine beetimmte foigeschriebene Fonu. 
Einen beliebigen fbsten Punkt im inneren Baome, ÜBat welchen wir 

den Werth von ff bestimmen wollen, bezeichnen wir durch die 
Coordinaten a, b, 0, und setzen entsprechend der Gleichung (131) 
S. 199 

^ - 1. (186) 

Die nnbestimmte Constante m ist ^eich 1 gesetzt Diese Fonotion 
geoBgl» wie wir wissen, der IiAKiAinfschen Diffiecentialgleidrang 

2f^ — 0 

mit Ausnahme der Stelle a, h, e, wo r Terschwindet, also t// über 
alle Ghrenzen wächst, unstetig wird Diese schädhche Stelle müssen 
wir aus dem Tntegrationsraume herausschneiden; das geschieht am 
hprjiiom^tf'R durc h eine kleine Ku gelfläche, welche wir um das Centrum 
dieser Discontinuität von \p legen. Man kann zwar das Unendlich- 
werden von t/» vermeiden, wenn man vorschreibt, 1/' solle nur im 
Kaume aufserhalb dietier Kugel durch (135) deüuirt sein, im Inneren 
der Kugel aber flberall den oonstenten Werth besitzen, der in deren 
Oberfildie hemcbt Diese Voratellnng ist entlehnt den elektrisch 
geladenen Ketsllkageln, in deren Linerem anoih das Potential der 
elektrostaliMlien Eilfte einen eonateaten Werth besitsi Indessen 
ist es ftr unsere Betraohtongen gleichgllltig, wr !c1jc Annahme man 
maeht Wenn wir nSmlich ^ im inneren Kugeliaame constant 
setzen, werden dessen erste Differentialquotienten an der Kugel- 
iiäche unstetif^. und wir müssen deshalb diese Stellen ebenfalls durch 
eine Grenz tlilclie herausschneiden. 

Die Functionen (p und »/» siud beide so heschafi'en, dafs wir 
in dem Baume zwischen der kleineu Kugeliiüche und der äuTsereu 
Grenzfläche des Gebietes die direct aus dem GsEEN'schen Satze 
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abgeleitete Integralgleichung (l.'i3a) anwendeu dürlen. Die einzelnen 
dort Huiireteuden Oberttächeu- und Raiirointegraie mfiMen wir ge- 
sondert betrachteu. 

1. Das ObecflAohfliuntegnl \ f «'•'V'*^* OberflSobe be- 
steht aoiser der äaiseren Begrenzuog auch, nooh ans der kleinen 
Engelflidia, denn Badiu wir dozoh ff btteidmen. Die BTSelieDp 
elemente dieser Kogel mid dasn 

die dl 9 sind FUdienelBiaeiite einer Engel Tom Badioi 1. An der 
kleinen Kngelfläehe ninunt das Torrtehende Integral die Form an 



Da 7 nnd desteii Diffeniitialqnotienten nach allen Bächtangen end- 
lidi and stetig sind, wird dieser Beittag vegsn des Faeton ^ ver- 
sdnrinden, wenn man die Kngel Yerachwindna l&bt An der ioiiMren 
Begrenzung erkalten wir 



//'■ 



r 



Dieser Aasdraok ist gebildet wie (131a), nur baberr wir bier statt 
der Snmmining eine Integration ober dib Grensfllebe; er kann also 
gedentet werden als eine Potentialfiinctioiif weldie henrldirt von einer 
ATi**.n>ininng t^ott Dichtigkeiten. Anf jedem Oberflaehendement ist 

die Masse ds'^^ za denken, es ist das also eine einfache Schicht 
dn 

Ton der Flftohendiehtigkeit 

An d„ kl«.«. 

EngeU&ehe ftllt die ins Innere des Baumes geriobtete Nomiale mit 
der Biohtnng der wachsenden t zneammen. Bs ist daher 



dn \ dr Q* 



also 4if«' ^ » — d<r. Die QrOTse ^' hebt sich in Zähler nnd 
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Nenimr, das Int^gnl bl«ibt mUSsAi, wem dar EugelxadiiLs gegen 
NnU tfenbi Der Worth Ton <p nähert noh an aUen. Stollen dabei 
immer mehr dopjenigen, «eleher im Mittelpunkte (o^ h, o) hemcht 

Beim üebergang zur Grenze (> = 0 dürfen wir dabor (fi, als den 
festen Werth 9 (<s 0) vnr das Integral aetsota; es bleibt dann nur 



jj dir an bilden llhiig» Dies ist aber die gesammte Oberfläche der 

Einfaetfesfaige], welche bekiamUidi den Betiag 4« bedte^ der Antfaett 
d ieee s Integrales ist also 



Dan Sinn dieses Ansdradna mflssen wir nns TeraasehanKehen« 
Legen wir in dem Tersehwindenden, aber Uberall gleich grolaon Ab- 
stand 4n Ton der änfiMten Begrenzung eine aweite FllU;lio, weldie 
sich natürlich in ihrer ganzen Glestalt eng an die äufsere Grenz- 
flftohe ansohmiegt, und denken wir diese DoppelflSohe belegt mit 

Potentialfiinotion TwanhMsen. BeMiohnen wir mit r den Abetaad 
des Funktoe a, b, 9 Ton einem Flächenelement da der ftoberea 
negatir belegten Sdnobtty so ist die dadnidi onongte Potential- 



An der inneren poaiti? belegten Sdücht erhalten wir einen eben- 
solohen Anadmok, dooh haben die Faetoren einen um den 

r 

Sehiitt in feifindertan Werth. Man mnlli hier daftr aetsen 




An der SnfiMren Bogreniong ist dieees Integral 






imd erhrilt als Potentialfanction der inneren Schiebt 

H. T. Hmmwji, TbMMt. Fkplk« Bd. OU 
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Beide PoteatialftiiiGtunieii tuperponirai udL Dibei liebt rieh eratens 

— L j- -L « 0, dann aber auch dn in Zähler und Kenner und es 
r r 

bleibt dai Gebilde übrig, welches uns in dem meiten Flächenint^ral 
entg^geolnl Ei ist dies das Pote&tiftl einer loceaaiintenDoppeleohicht 

Des Ph)diuit ans Flidieiidieliligkeit ± und Normalabstaiid dn 

der beiden Schichten nennt man das Moment der Doppel schi cht. 
Eb erhält bei uns den Werth <p, welcher an den verschiedenen 
Stellen der BeKrenzunu" unseres Raumgebictes herrscht 

3. Das Eaiimintegritl liuics Jjjdxdjfd»»y>'4g> erhält den 

Werth 

-4« JJJdmifd»'^ 

imd ezaeheint (bis auf den Faefeor ^ 4») als flatentiaMbnetion der 
im LrtegratboninMmie ferbfeiteten ziomliobeii Diobti^ESit f» Dab 
Integral beim Venohwinden des Engelradius nnendlieh werden 



sollte, ist ßichl zu beftlrchten. Zwar wird dun — über alle Gren/iva 

Q 

wachsen, aber das Raumelement, in dem dies eintritt, nimmt ab 
proportional (»^ ist für den Worth dieses Integrales also ganz 
gleichgültig, ob man die kleine Kugel ausschlieiat oder ob man über 
den ganzen Innenraom integrirt 

4. Das Baumintegral rechts jJJd»d^d%*^'J^ verschnnde^ 

weil 0 ist Die Ansschlielbiuig des Eegeioentamis ist aber 

wesentlich dabei Stellen wir nnn unsere vier ausgcwertheten 
Integrale zusammen nach dem Schema der Gkiohnng (idSa^ so 
erhalten wir 

jjdM^--A»jjJdmdj,d%L^^An<p{a,h,c)+JJd»ip^^ 



oder: 
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Diese Gleichung stellt den gesuchten Werth (f m jedem beliebigen 
Punkte (a, c) des Integrationsraamee dar, bedeutet also eine gültige 
LOmmg der TOrgelegtea Dffltoeatidgliiiftlumg. Die Ausirardumg te 
BMumatWilM lienilfli kaue begriffiMben (hSchtkeni nehMOMlM) 
8oliin«rig|Eeitnk, 4a «He Fnnelioii / dnidi die Aii^ibo MUnt ▼<»- 
gwohiMlwB kit Diata» «nto Glied Mtet «inen für jeden Ort 
sicher angebbaren Werth, es stellt mithin eine bekannte Fun' tinn 
der Goordinaten (a, 6, e) dar. Die Schwierigkeit besteht in der 
Ermitteliuig der Wden Obetflächenintegrale, welche die Kennt» 

aUe der WerUie tob ^ md toii ^ an der BegrensoBg Tomii- 

setzt Die Ghrenzbedingungen sind nun hf^i den elastischen Pro- 
blemen (und ebenso bei den elektrischen und magneüscheuj selten 
in der Form gegeben, da& gerade diese erforderlichen Werthe 
direot Torgeeohriebett imd. An dieaem Umttande aoheitart hSnfig 
dieae allgemeine LitegralMnamethode «nd man ist auf Soeben nadh 
geeigneten FonotLonaformen, i. B. auf Benfttnmg der LQanngen der 
umgekehTten Angaben angewieaan. 

Das Banmint^ptal ist deijenige Thefl der Ldsrmg, welcher be- 
wirkt, dals (p der PoissoN'schen Differentialgleichung genügt; die 
beiden Oberflächenintegrale genügen der Laplacf' sehen Differential- 
gleichiin<?. Da«« entspricht durchaus der im Anfang von § 49 er- 
kannten Eigenschaft, dais man aus emem einzigen particulären Inte- 
grale der PoissoN*schen Gleichung jede mögliche Lösung herleiten 
kann durcii iünzulügung von Integralen der LAfi<ACE'schen Gleichung. 
Dals letitora Znaalaij^edar bJer in mueMr LOenng (135) gerade ala 
PotantiaUuietio&eB einer einfitchen und doppelten Sobieht in der 
Qiansfliohe anftretan, iat eine Beaanderbeit; ea wiie wobl mB^ioh 
geeignete Znaatzglieder zn dem partioallraa Banmintegral su finden» 
weldie barrfibren Ton zftnmiichen Dichtigkeiten, die im Snfberen 
Baum jenseits der Grenze des Integratieoagelnetea ao angebracht 
sind, dafs gerade die besonderen Grenzbedingungen dadurch be- 
fiiedigt werden. OffonT)ar würde dann die Lösung <f ihre Gestalt 
nicht ändern, wenn -^vir <1m Grenze des Grebietes wegnehmen und 
alle die jenseits augeuommenen Dichtigkeiten noch mit zu der durch 
die Function f defiuirten Vertheilung hmzurechen, und dem ent- 
sprechend auch mit in das Baumintegnd der Gleichung (136) auf- 
MbniAn. Um den ao beliebig erwaiterton Integraiiooaberaidli iat 
alMf immer ivieder eine gescblooseno Oberfliohe n denken, Uber 
vablia dia baito Obaiiliehaniiatagnla n enlncikn rind. 8q baaii 
mm ndt« toigakan «ad alabt aohU^Udi w dar Fraga: Tbätm 

14* 



I 
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iroldMUi VonnflMflnuignk kann man tSuAi äwnk du nnandüdi mite 
ffinannfifllan dar üngreunog Ton den llsligan Obwfiioheoi- 
bedingongan bafreian? Ei mttaan tdbahir die beiden lUoheii- 
integrale in (136) yerscliwiiidan, obwohl die OberflAoba beim Uebei^ 
gang zur Grenze iae Unendliche wächst Wir können zuvor beide 
Integrale vereinigen und mit dem Integnuiden eine leiohfte üm- 
fonnnog Tomehmen: 




Als Gestalt der Begrenzung wählen wir eine grolse Kugeloberfläche, 
denn Canfnun im Pnabfte b, o liegt, und denn Badina dmdi S 
beieiebnet aeL Dann iafc da^S^dc, Das Qnadrat dea grolmn 
Badins bebt sieh gegen daa m Nenner atdiande r*, vekbea jn an 
almmtiidien Stellen ebenfidb c^ekb wa aetaen ia^ mg; Daa 
Integial iafc nur nodi Uber die endliobe FUdhe der Einheitdmgel 
SD entreeksn 

imcl verschwindet, sobald der Integrand verschwindet Dies tritt 
nnn ein, wenn in aahr grolsen Ekktfennugen daa Ftodnet ^«r aicb 
nicibt mehr inderl^ wenn man aneh den Abatand r verlndert Die 
Bedingong ftr dia Yenebwinden ist alao 

lim ^»r » Const; 

in sehr groiser Entfernung B vom Ponlcte a, e rnuDa also die 
Foncüon abnehmen wie 

Const 

Diese Bedingung ist sicher eiftUt, wenn die Dicbtigkeüen f nur im 
Endlichen liegen. £s ist dann nnoh gieiohgaltig, ob nvr endlkhe 
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Banmdichtigkeiten Torliegen, oder Gamoaiitrationen In JPimktei^ OnmUy 
nicliBii dMoMen. Sobtld die gammnto Matm 



endlich ist bei beliebig weiter Erstreckung des Integrales, ist die 
Bedingung erMlt« and wir dfirfen &U Integral der Diferentiai- 
l^flidtimg J 9> s — 4m f mmiam 



das Baumintegral Aber den gesammten Raom erstreckt Oberflftdia^ 
integrale treten dann nicht mehr hinzu. Ja es ist sogar möglich, 
daÜB die Gesammtmasse M im unendlichen Riiiimc logarithmisch 
unendlich wird ohne das 9 aufhört endlich zu bleiben. Dies findel 

stalle wann die IMobiigkiBit ^in grolaan ESatfemungen ahnimmt irio ^* 

Für unsere elastischen Probleme ist also das irichtigste Besultat^ 
dab wat m t&um. adir «dt ausgedehDlen oontinuiElidi mik Iübsm 
gefliUkan KOrper, anf den bekannte Hanenkiifte nvr in einem 
•dninklen innenn Benidi wirb», nnSdiflt die GcBlien m,X,itfW, 
welche ^*^^P''"f"t**^c^^^*^^""c*" von der PünBcn^eoihen INnm gfluBgen^ 
durch eine allgemeine Integrationsmethode gefunden werden können. 
Wir brauchen in die Gleichung (187) ftr f nur die durch in divi- 
dierten bekannten recbten Seiten der GlnichTinG:en (125 und 125 a) 
S. 194 einauset^on, und dann zur b^rUillune: der liothweinim'en Be- 
ziehung (127) eventuell noch dureli eme ebensoiciie Kechnuiig ilie 
Function x entsprechend der Diiferentialgleichun^ (128a) zu biideu, 
au» welcher daun mittels (128 b) die allen Beduigungon genügenden 
Lösungen zu finden sind. 

f ür unbegrenzte Substanzen ist der Weg der Behandlung 
hiermit angegeben. 

§ 68. Beeflmmnng der den vorhei'gehenden LOcimg«n 
entepfechenden TevTHöknnseo. 

Die Gröfsen oj, 7^ r, welche wir im Vorhergehenden wenifTstens 
ftr einen Raum ohnt- Grreuzbedingungen nach einer allgemeinen 
Methode aulgefunden haben, sind nun nicht eigentlich die ge- 
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suchten Functionen. Wir haben sie nur benützt, weil sich ftlr 
diese getreante (nidit ömoltaae) IMereatialgleichimgea aufstellen 
Uelsen. 

Man hat indessen ein analytisches Hülftmittel, um die Verbin- 
dung zwischen |, «/, ^ einerseits und o), k, /i, p andererseits herzu- 
stelleiL Dia tait dem Aafiuig» diem BandM bebumten ▲usdrficke 
wekiiB «9, ^ ju, «r dnnh «Ke cnten DiffBniitia]qiialiente& der |, rj, ^ 
eaadradBin, emd hiemiit mobt gemeiii^ dieee können um niobt 
nfttun: aber man kann vier nenn Htififanofaraan Sif ^ Jb^ Jff en* 
ftbratty dnrob deren Differentialqootienten die yenfliA]ingMX>n.po- 
nentan in folgender cbankfeeriatiBeber Weiae loaaaunanc^aatit 



_ f dN _ d M\ 
^~dx \dy dxl 
^dn _fdA _ dJV\ 

6 i2 M _ 6 ^ \ 
• " \dz dyJ' 



(188) 



TBm fftMwr Anm^* iet anf jaden Fall mi ^iA ^ Atmn ^fjg ba bm 
drei Funeltoaeo, veobte aber dialKinantinlqvolienten fon vier neoen. 
Wir beben eogar ftr letztere noch Spielraum, abgesehen yon addi- 
üfan Conatanftan, welche hei der Differentiation herausfallen. Büden 
nir nun die im Voriifiigelkandan geftudenen GxO£Ben! Eretena: 

Alle Glieder in (138), welfibe J\f enthalten, beben aiob paar^ 

weiae und es bleibt 

d^n d^n d»Q 



Bilden wir zweitens 



80 fallen die Glieder, welche Q anflnMa^ herana nnd man aifallt 
der Beiba jener Qliader naeb 
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Diesen Ausdruck kann man übersichtUoher machen, indem man die 
nch Temichtapdftp Glieder 

+ ^ aas«" 

bmtiifligi Utm «chm dann ein poaitifw TODittadigea nad 
diel aegaÜTe Glied«; iraUlie ilmlJieb naeh <b difienniirt rind: 

Dvroh analoge Bedunnigen, die wir niofat geeondert anszufUoeik 
faranoilieii, findet man nook: 

ö idA dM dN\ , 

Dft wir mm sur Bantelfamg der drei Fenotlonen & ( bier 
▼ier HlUMmelioiMn Sk,AfM,N eingetleIH haboii ao ^HaStn. wir 
diesen noeb eine Tierle Bedtngnng anftodegm. Ei aoll nimliob 
fibetaU gelten 



Die Arl^ wie man dieee Bedingung befriedigen bann, ist gmi en^ 
spreobend deijenigen, welebe wir bei der Befiiedigdng der Foide- 
mnf (127) dargelegt beben. Sollte man Wertbe ftr il^ ge- 
ftuden beben, welche die Bedingung (140) nicht erfoUen, so kann 
man immer eine Function X (grofs Chi), welche einer Poiaioai'MlMB 
Di£Eerentia]gleichmig analog (128 a) genUg^ finden und deren erste 
DifferentialquotienteTi. anfllot^ (128 b), zusetzen. Die Ueberlegung ist 
wörtlich dieselbe, nur treten hier die griechischen Miyoskeln an 
Stelle der dort Torkommenden Minuskeln. 

Nach Befriedigung dieser Bedingung (140) Unten aber die ge- 
wonnenen Ausdrücke: (139 nebst % b, c) 



«-JA 



(141) 
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i'as giebt also wn der Differentialgleichungen von demselben Typus, 
denn man hat die hnks stehenden Grölsen als bereits geiandeue 
Fnnctionen anznsdien, die rechte itehtodan diid durch diese 
Gleichungen ehankleiuirt als Potentüitfiiiiotioineo, welche m den 
links g^benen DiofatigfceiteB gehdien. Unter Piebtigkeiten iw- 
•teilt man nun in der Physik gew9hnliob nngerichtate QvOIBno, md 
die dsTOn gebildeten Potrataale aind dami ebanidla nngeoehteter 
Natur. Die Begriffe to nnd Q entsprechen diesem Sinne anch, die 
drei anderen Paare sind allerdings formell durch dieselbe Beziehung 
verknüpft, aber die X, jj, v sind Componenten eines Vectors. Um 
diesen he ö:riff liehen Unterschied anzadeuten, nennt man jl^ N 
Vectorpot«ntiale. 

Man kann nun auch die beiden Stufen der Integration: die 
erste, durch die man von den gegebenen Kräften aufsteigt zu den 
0», /i, f, und die i«eif% midie von da «na an den Q, M, N 
ÜÜirf^ in einer Yonohnft Tereinigen, mum man ans den vier Glel> 
ciiiingen (125 nnd n) und nna den tier Gleibbiingen (141) 



; idji dY dZ\ 

+ ö) \dz dx) 



(142) 



Hat man diese integrirl^ ao liefert (138) direct ^ 17, t.. Es ist nun 
aneh in der That gelungen, solche Integralfentten an&ofindenf neldhe 
dieser Art yon Differentialgleichungen genttgen. Dna gemeinaame 
Schemn dieaer Oleiehnngen iat: 

2lJ0«.-4ffA (143) 

wo f die Torgeschriebene, (J> die geanchte Function der (Koordinaten 
ist Betrachten wir nämüoh 

r - y(x - a)«+ (y - *)»+ (« - c)», 

80 iat 
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Ö'r _1 ac — g ^5 r _ 1 ^ {x ~ a)* 
^^-r*** r* 'da~r r» 

Denselben Werth hätte man auch für gefunden, wir differen- 

7ir^n hier aber mit Absicht nach a,l»,Cf und stoUen neben diOBO 
Formel noch die zwei entsprechenden 

d«r 1 (g-tf)» 
5?"7 ja 

Bei der Addition der drei Formeln ändet man 

Jr_- p 

Eb jft atao: 

jr=i. (144) 

Wandet auui nun die Operation J nochmali an, so kommt 



(144a) 



Der Ansdniok niid Noll, «ml — die TjAPi«Anrfsoho Differantial^ 

r 

g liid w ng eiftUt mit Annahme des OenlnimB r ■« <K 

Betmohten wir mm das aUgommna Integral dar PomoR'Bolian 

Gleichung, welches in (137) gegeben ist, so kOnnen wir es •aMtmmam 
ala Saaminlegral einer Fnnotionf dangik einer Factor /ist» der andere 

das einfiuhste Integral ~ der LiniioiPseliea DUCarentialgleichang. 

Ganz analog' setzen wir hier flir unsere DiÖerentialgleichung (143) 
ein Integral 0 an über das Prodnct der Function f nnd dw ein- 

fiwliaten Itang derOkiehnng Ji40«O^ das Ist also ^: 

OD 

Dies sdQ der Werth son, den die gesoohte Function in einem be- 
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liebig gewäiütea festen ßaumpunkt o, i, c bebitzL Dem entspricht 
rechts r als Abstand der einzehien Yolnmelemente von diesem festen 

G«iitniiiL Im Xntegnuden ^ • f sind «bo ^ « die Vanabeln, 

iflJinad 1^ fl^ 0 In r als Me Panmeler iniMen. Dnndi die Ixkt* 
gEation ftlwr den nnbegrenztoi Baum Tersofaiwiiideik die Variabeleii 
9,%», das Ranminiegn], bedingt dorch die gesammte Vertheilnng 

Tim f, ist nur Function von a, 6, c. Eine solche als bestimmtes In- 
tegral gegebene Function, deren Variabele nicht in den Integral- 
grenzen, sondern nur im Integrandus Torkonuuen, differenzirt man 
bekanntlich, indem man unter dem Integralzeichen nach diesen 
Paraiut;tem ditferenzirt Das werden wir brauchen zur Vezificirung 
unserer Losung (14Ö). 

Bilden wir nümHfih A 0, indem wir zweimal nach a, 6, c diffie- 
venniai und die DiferantialqnotieDten addiien, eo eilialton vir, da 

im Integranden rechts nur ^ von a, bf o abhängt: 

J0= JJJdxdydx'^A^'f, 

«lao laut (144) 

CD 

A 0 '^JJJ^^ dyd%^ = 9P. 

Hier ist qp das Integral (137) der PoissoN'schen DifTerentialgleichang. 
Bei nochmaliger Anwendung der Operation A kommt: 

wa^ 7A\ beweisen war. Der Ausdnick (145) genügt also in der That 
der (ileichung (143) im ganzen unbegrenzten Räume. Sem Werth 
ist sicher endlich, wenn die Dichtigkeiten f eine nur in endlicher 
Entfernung voihandene Vertheiiung anzeigen. Wird das Integral 
in einem bestimmt begrenzten Körper gefördert^ nnd sind beilimmte 
Chraubedingviigen m eifUIen, ao mvia man anehen, letelen daidi 
additir hinsogefllgta IjOanngen der Difiewntialglrichiiiig 



AJW^O (I4e) 
an iMAiedigen. Solol» Ldran^ afaid nadi €Heichang (144a) Ana- 
drttcke von der Form ^ , wobei die Centrai Ton denen aus die r ge- 
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messen werden, aufserhalb des Köq)ers 7ti puchpn sind. Wegen der 
Homogenaitftt der Difterontialgleichuag (146) kann man auch noch 

I <»». B«l»tai>8 M. dgOMi». IfallMHK »loh. 

Zuakgliedar fltar bestimmte Oiembedingüngen aolnifiiideii, kennt 
man aber ebeouo wenige wie bei den dvnb emÜMbe J gebildeten 
DMfeientieJglfwrimngen. 

% 54. Bewegungen in elaetisclien KOipern. 

Es sollen als letztes Thema dieses Bandes im Folgenden die 
einfachsten und wichUgsteu Bewegimgserscheinungen behandelt wer- 
den, wdksbe in isotropen Edrpem durch die eUetieaben Krftfte in 
Folge einer StBnmg dea GkiohgewiclitB berroigeniftn iverden» 

Die allgemeinen Bein^pmgsgleichnngeü müden beniti JmsveHen 
Tlieil dieeee Bandee au^estellt, nebe Gteiebongen «of Seite 180, 
imdirir Irinnen onabieranf die dort gegebenen Erilnternngen belieben. 
Die in jenen drei Gleiobnngen anf der rechten Seite an ereter Stelle 
auftretenden BeecUeonigmigloomponenten X, Y, Z der äniseren 
Maeeenkräfte werden, wenn es sich xun danetnd gleichm&fsig wirk- 
same Natorkräfte handelt, wie z. 6. die Schwerkraft, nach einer 
Störung der Knhp immer zu einem neuen Gleiclipewichtsznstand 
führen, weif lu r sich herstellt, nachdem die erzeugten Bewegungen 
durch Daüi] finii^HVrsiftp verschiedener Art — Beibnngen — vernichtet 
sind. Bei dmn Vtirluufe der Bewegungen aber spielen diese äufseren 
Kräfte häufig nur eine secoudÄre Bolle, die man aulser Acht lassen 
dait Wir ipolton nur rar yecaaeöhaidiebimg einige der Ausnahme» 
ftlle aoftbren« in denen de ebenso wichtig werden, wie die elaeti- 
sehen Lmedaifte: ünler einem pbjsischen Pendel Teieteht die 
Mechanik gewOfanUcb einen KOcper, wdcfaer vm eine ftete honso»- 
tale Axe diehbar, dem Antrieb der Schwerkraft folgt Wird aber 
die Aufhftngmig des Pendelkörpers durch ein Stück Stahlband veiw 
mittelt, welches sowohl in ihm wie in dem starren unbeweglichen 
Halter festgeklemmt ist, so fibeii die elastischen Kräfte bei der 
Biegung dieses Statiiatückes eme Wirkung, gegen welche die der 
Schwerkraft nicht vernachlässigt werden darf. Auch die Torsionä- 
Bchwingungen eines an steifem Draht aufgehängten Magnetstabes 
▼erlangen Beachtung der ftolseren magnetischen Kr&fte. Endlich 
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giebt es mancherlei l'^nu u htungen, durch welche man aul' elastische 
Körper äufsere Kräfte wirken läfst, welche in vorgeschriebener 
Weise in der Zeit periodisch wechseln, und dadurch dauernd Be- 
wegungen unterhalten, welche man erzwungene Schwingongen nennt 
Die X, Y, Z dnd dami ib bekannte Zeltftiiietlonaii in die Bewegongs- 
gleichungen einnueteen. Im eisten Bande wnide an dem Scbenia 
einee Haasenpimktee dae ZvaammeniririMn einer periediaolien tabutat, 
einer elaatianlMm inneren nnd einer dimpfenden Eiaft auftthrlidi 
bebandelt VergL Bd. 8. 119 — 184. Mit derartigen naaminen- 
geaetsten Problemen wollen wir uns hier niobt beschäftigen; wir 
wollen yielmehr voraussetzen, dafs die Bewegungen lediglich durch 
die inneren elastischen Kräfte und durch die Trägheit der Sub« 
stanz unterhalten werden. Wir setzen also Xsb Tm*Zs»0 und 
erhalten auf Grundlage der Gleichungen (68): 



(U7) 



Diese Gleichungen sind identisch mit den am Schlüsse von § 33 
angeführten Gleichungen (ü7a). Die Gleichungen (70), welche nur H 
und K, statt K imd d als ElaetidtitaooefBaiflnlBn ftbien, branolien 
irir niobt weiter in Terfidgen, denn der üebeigang Tom dnen «um 
anderen fi{yrtem kann ftberall leiebt mit HttUe der TabeDe (87) anf 
S. 16$ beeofgt werden. 

Dies sind nnnwieder drei aimvltane bomogene partieUeDiffereotial- 
gleichnngen fnst ^ii, ^ denn « ist nvr Abkflnong filr 

Die gesuchten Fnnefcionen hängen jetzt ab von vier Variabein x^y^x^U 

Wir können ans ihnen durch dieselben Operjxtionen , die im t? 48 
für das Gleich pewichtsproblem unter äulsoror Krriftwirknng zum 
Ziele führten, auch hier neue Differentialgleichungen bilden, in 
denen die Yariabelen co, A, ^, v getrennt sind. Vertauschbarkeit 
der Eeihenfolge der Differentiationen nach der Zeit und nach den 
Coordinaten, also Stetigkeit des zeitlichen Verlanfee und der rftom* 
lieben i^nordnung sind dabei fireSiGb ?o ranego ae t i t > Dübienart 
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in (147) die erste Gleichung nach x, die zweite UMSk y, 
naolk « und iddiit alle diei Sesnltete^ to eriiiit 

oder besser snsaimmeiigefiilsl; 



Differenzirt man die dritte nach y, die zweite nach, x, und zieht 
letztere von der yorigen ab, so hebt ^\o}x daa fu-ffibrende Glied, die 
Differentialquotienten von i? und l; treten zu der mis bekannten 
Botaüouäcompouente 2 k znsammen; der Factor 2 hebt sich eben- 
falls und es bleibt 



(148«) 



Die zweite und dritte dieser Oleichnngen sind ohne weiteres za* 
gef&gt woidiiiii da sie sidi dnroh die entsprechenden Operationen 
mit den anderen Okicbungspaaren in (147) ergeben. Als noth- 
wendige Bedirt^unL^ für die Lösungen der drei Gleichangen (148a) 
tritt wieder die Crieichung 

Das gemeinsame Schema der vier IhfibreatialgleiGhaagea (148) 
and (148a) ist 

]>ie Constante anf der rechten Seite ist als Qaadnt ^ beieiohliet 
cmmali nail sie einen nothwendig positiven Betrag anzeigt, und 
zweitens, weil wir nachher riel mit ihrer Quadratwurzel zu thun 
haben, die nun durch da? pinfac^be Zeirben r angegeben wird. Ibrer 
Dimension nach ist dieConstniiti ' r- das Quadrat einer Geschwindigkeit. 
Das kann man direct aus der DiÜereutialgleichung ableeeni denn links 
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sieht im Nenner d« Qnadnit des TWtilMinntnn, redits in ätm A 
stehen im Nenner die Qnadinte der LlngeMlammite. Mmi haaii 

den Nachweis aber anoli fthren, indem man die Au^rtkcke von ^ 
in den vier Gleichungen prüft. Die Gonstante K im Zähler ist von 
der Dimension „Kraft dnrch Fläche": [J/L~^ T~^, die Dichtigkeit ft 
mMmm durch Vohunen'': IML-^ Diea giebt eben&Us die Forderang 

^ -i [I^T-^ Qesdnrindi^eilBqnadnt 

Wir werden nachli« r .^ehen , dal:* dir duich diese Ditl ri ntial- 
gleichungen bestimmten Vorgänjifj Weilen bewegungen sind, .selche 
mit der Geschwindigkeit c fortschreiten. Man nennt deshalb diese 
in Tersclüedeuen Gebieten der Physik auftretende und eingehend 
Btodiite Differentialgleicbimg knn die WeUengleiehung. Da sie 
linesr vnd homogen ist, gelten fllr ihre Tersdhiedeoen Integrale sum 
Theil die i^biehen Beg^ weldie wir bereits bei der häTLäxatwibmi 
DiffBtentiali^eiofaang fmden. Erstens ist die Summe mehveier Lö- 
sungen anch eine Lösung. Verschiedene Weltougrsteme super- 
poniren sich und laufen ab, ohne sieh sn slllren. Auch beliebige 
DifFerentialquotienten gefundener Lösungen sind wieder Losungen, 
nur mufs man Acht darauf geben, ob nich* dir» Diflferentialquotieütnn 
irgendwo oder -wann unstetig werden, wiihrend die ursprünglichen 
Werthe regulär verlaufen. Solche Stellen oder Zeiten muft man 
dann aus dem Gülügkeitäbereich der neuen Losungen ausscheiden. 

Um von den ü), fif v überzugehen zu den Verrackuugeu |, «/, ^ 
kann dasselbe IGtfeel dienen, welches wir bei den CHffl<jhgewiehts» 
proUiMnen benfltsten. Wir ftbren anch hier dnroh die Gldldkangen 
(188), welche am An&ng des § 68 adgestellt wurden, die HllU^ 
ftuolionen Q nnd A, M, N (Vecfeotpotentiale) ein, dieee sind aber 
jetzt anch Functionen der Zeit Die Nebeabedingong (140) eoll 
auch hier zu allen Zeiten erfiüit sein. Dann ist, gani wie dort in 
Oleiobnngen (141]^ anch hier: 

n^AQt iX^JA, 2fjL^JM, ftvwmJIf, 

Die unserer nicht näher bezeichneten Fnnotiott 9 entsprechende 
HUlfiifonction nennen wir 0, also 

(150) 

Die Wellengleichung für (f geht dann über in 

-^^^i^AA^. (150n) 
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Darf mm wm finki die Reflwiifolge der IKSncntitlioBea nach Zeit 
und Baum ntttamobm, im nehar alftalii kl» neim dir Bewegongii» 
sDstand setllioli «nd ftamlMh etedig ^eriMiftnd voramgeeofart undf 
so erhahen wir 

J^^JCc'Jtf»). (150b) 

Dadurdi abid die A iweieir EHuurtioiien einander j^eichgeeelBL 
ist swar siidit nothwendig; daft die beiden FonetioiieiL deehalb selbst 
flbereinstininien mOsien, aber ne kOnnen dob docb nur nm ein 
additiTes Glied nnterscheiden, deesen J gleiob Null ist» also um ein 

Integral der LiiFLACai'scheii Differentialgleichung, welches jetzt frei- 
lich noch die Zeit als Variabele enthalten darf. ^iFi^^ff^fW^ aber 
tax die Belnedigiing Ton (160,b) ist die Bedingong: 

^^f^A^, (1600) 

Das ist nnn wieder dieselbe Wellengleichung auch für die Hülf*^- 
function. Nehmen wir an, das (p wäre bereite griunden, so können 
WUT andererseits auch ans (150) nnd (löOc) zusaouuensetzen: 

^-«'y, (160^ 

eine Ditiereniialgleichung , deren Integration nach t keine beijriff- 
lichen Schwierigkeiteu bereitet Die hinzutretenden iutegraüuus- 
constanten können dabei aber diesmal von den BanmoodKUnntan 
abhängen, und alle diese binnitratendeD nnbestiinmten Beataadtbeila 
mtlasen den Tozgeeohriebenen iftomUehen Grena* und «itiiohen An- 
ftagabedingongm angepafst werden. Auch derartige Amöben sind 
ftr bagrenxte KGrper nur in einigen FBllen aUgemein gelöst werden. 
So weit man die elastisdie Substanz als unbegrenzt ansehen dar^ 
hat man indessen auch hier allgemeine Methoden der Integration 
gefunden. Mit den einfachsten Problemen dieser Art wollen wir 
nns hier noch beschäftigea. 



9 60. Ebeno WaDaa. 

Gelingt es, dmli eine geeignete Art der Erre^g in der Sab- 
stanz eine B e wi gn ng derart einiulüten, da£s die Terftnderlichen 
^nnutaonen ante Ton der Zeit t nur nooh ron einer einiigen Ooordi- 
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nate, z. B. x, abliängen, so ist es kiofalj die aUgMnfline Lösung zu 
finden. Da unter dieser Annahma ^ in jeder Hl • ■enkrechtea 

Ebene überall (wenigstens bis in grofse Entfernung Ton dem be- 
trachtoton Boreich) ein und denselben Werth bp9it?:en mufa, also von y 
und X uuabbängig anzusetzen ist, wird die Wellengieicbaog (149) die 
einfachere Form aimekmeu 

Eine sehr allgemeine Ldsnng dieser DifferentialgleichQng findet 
man, wenn mm «fabB bdiiUga <iiid«iitige und tMgß Fwutkni F{») 
anftttllfc und dem Aigunent t die ImoadeRe Fom 



• . « - 0| (162) 

also 9 » J'C» — 0 ^ (152 a) 

Eis itt denn 

dtp dF^ ds^ dF 
d* *ö< ' d« 

imd 

dflp dF 08 dF 

■ II. ^ — B II • _ =5 ■ 

dt dx dt 



und 



Also wird dnrch (152a) thatsächlich unsere Diflferentialp:loi>l)ung be- 
friedigt, ohne dals über die Gestalt der Function F{s} andere Voraus- 
setzungen zu machen sind als die zweimalige Differenzirbarkeit 

Wir wollen uns zunächst anschaulich machen, was eine solche 
willkürlich Toigeschriebene Function des Argumentes (k — fOx 
eine phyfritaliehhe BSnicheinnng beniahnei Die Zeit f isl in vneerer 

AfMahnim^ «wiia Tin rnnfk mltatan nntt gl ^ij fl lip f w iii g mUjihiende UIIIh 

lilBgige Yeiinbele. Beebachten wir alio an irgend €intr Man 
Stelle des Sanmee mit der AbBOUse den Verlauf dieser Lösung 9, 
so müssen deren Werthe in derselben Weise wechseln, wie die der 
Function F, wenn man darin das Argument s gleichmäisig abnehmen 

läf'^t. Wenn wir aber den Beobachtungsort in der positiven 3--Bichtung 
mit der coustanten Qesdiwindigkeit 0 wandam lassen, so daiis seine 
Abscisse 
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« » + 0< 

ZU setzen ist, so wird das Argument der Function F 

also es bleibt unveräudert, wir finden daher während dieser Wan- 
derung des Beobachtungspuiiktes immeriort denselben Werth von fp 
Yor. Dabei ist es ganz gleichgültig, von welcher Stelle wir aus- 
gegangen and. 

Die gesammte VertheHuiig des Werthes <p im Baume rückt 
tiaOf ohiie dab deren Bfld lioli findwl^ mit d«r Geednrnidigkeit + c 
in der »•Biebtong Torwftrti. Irt bejapielsweiae F{s) so beeehaffBOf 
dab nur in einem gewitsen InterfaU der Werth von Null venohieden 
iet^ anlaerhalb aber aowelil Ton + go an, wie auf dar anderen Seite 
Us —00 hin immer Terschwindety lo wird der fortschreitende Be- 
wegnngBZustand ruhende Theile ergreifen, über sie hinwegziehen und 
sie schliefslich wieder in ihrer ursprünglichen Lage ruhen lassen. 
IsÜnm «nlchen Vorgang nennt mnn eine Wellenbewegung, und zwar 
haben wir hier im Besonderen eine geradlinig fortschreitende ebene 
Wellenbewegung charakterisirt. 

Eiin zweites Integral, aus einer anderen willkürlichen Function ö(«) 
gebildfit, finden wir, wenn wir + setzen 

^^0{x^efy (152b) 

Der Nachweis der Gültigkeit erfolgt ganz wie oben, denn für den 

«weiten Biffinrentialqiiotienten , in wekhem benmstritik ist ea 

gleichgültig, ob — e oder + o genommen wird. Die physikdiiohe Be* 
dentnng iit eine in der nogaliven «•Biefatung mit dendben abMlntm 
Qeecbwindigkeit finctieiiflaaxte ebene Weilenbewegnng. Da die 
Diffarantiaigleiehnng bonogen-lbeir irt, so gQt daa 6aperpodtioni> 
und es l&fist sieh zeigen, dab daa Integral 

(p=>F{x — et)+G{z-tet) (158) 

die wllst&ndige LBtong igt» dnrdh welche alle ftbeibaiQft mA^iobea 
ebenen Wellenbewegongan in der ^c-Biobtnng dargestellt werden. 

Auf diese Vorstellung zweier in entgegengesetzten Bichtungen mit 
gleicher Geschwindigkeit übereinander wegziehender unTerändcrlicher 
Wellen kann man in jedem Falle den Beweganffnrorgaiig zarüok* 
führen. 

H. WuMUOLxz, TlieoraC PIqrslk. Bd. U. 15 
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Man kann sogar einige besonders einfiMlie Grenzbedingungen 

dadurch befriedigen. "Wird z. B. dnrch irgend welche Umstände 
herbeigeftihrt . dafs q in der Ebene x — 0 immer gleich Null sein 
mnia, so iietert die aUgemeiue Lösung für diesen Fall die Bedingung, 
dafo zu allen Zeiten 

sein mui8. Die beiden bisher uuabliaugigeu Functionen F and O 
werden dann tei^ftpft dorch die Bedingung 

Die Lösung, welche dieser Grenzbedingong für die Ebene a; = 0 
genflgtk lanlel daker: 

Nehmen wir beispielsweise an, die rechte Hiillie des Raumes {x > 0) 
sei von elastischer Substanz erfüllt, die linke Hälfte (x < Ü) aber 
ad leer und keinerlei JSr&fte beeinflulsten Ton dorther die fme 
Stiniilidie ««»O. Llaft dann «ine ebene Tebundflatelioiifwelle 
(Yeriinnnimywelte) 

n^ mm 0{üt + «) 

von rechts her gegen diesen freie Ende, so kann hier der Vor^Miig 
nicht unverändert weitergeiien, auch nicht spurlos verschwinden. An 
der Stirnfläche kann ofieubar eine Volumdilatatiün nicht bestehen, 
dazu würden Zug- oder Druckkräfte fon links her nöthig sein. Da 
haben wir ao ein«B Fall dauemdeik Vendiwindena, es betrifft hier 
die Fanelioii m. Das Gkkhe wttide null aneh eintraten^ wenn die 
Sobetanz ohne UnfeeKbcechnng andi die linke Banmhilfke ecfllllte 
wd ?an dort her eine entgegengeeetit i^ddie Yerdiehtangiwelle 

«a>, — — Q{et — a) 

heranrtcüe» Diese beiden wfizden ungestört llber die SteUe x^O 

hinweglaufen und sich bd der Soperpodtion jedetseit vernichten. 
Damit hrih n \vir einen Bewegungsrocgang gefiindsDy welcher in der 

rechten Hallte einer allseitig unbegrenzten Masse ebenso verläuft, 

als endete die Mass© an der Kbene r ~ 0, und ^enzte dort an 
einen widerstandslosen leeren Raum Man iMjnnt die Entatehnnf? 
der Welle gj^ Retlection der anlanlViuii n an einem freien 

Ende. Verdünnung wird dabei als Verdichtung reüectirt, und ebenso 



Digitized by Google 



WKLUBN. 



827 



vnffkOui. Die Yohmdilalation kt b« dMMr MslMh m der 

Die longitudmalen Verrückungen | sind an Her freien Grenzliäche 
uiibciiindert und werden durch die aülüuftjude und die reflectirte 
Welle ia gleicher Eiclitimg gefordert, nämlich positiv nach rechta, 
ütmi fäBH niduKft ywdOiuivQ^ fwüiti bflniilixift md Vcir* 
diditaiig nrftekgeht, im inniflAAi*—! Fuie uagßldw. Die Ver* 
iflofcnagoi irardfD «a fi«iai finde mtt ^eidMoi Vonaiolieii nfleeliri 
und vwdofipelA neh dadureh ea der €toendHdia Bi IKil neh 
übrigens leicht zeigen, dals ftlr Wellen dieser Art | derselben 
Differentialgleichnng wie o> entspricht Zunächst wissen wir*schoii» 
daft auch die früher eingeführte Holfsfunction Q derselben folgt Nach 
Gleifhung (138) ist aber im Torliegenden Falle, wo in den einzelnen 
Wellenebenen selbst nirgends verschiedene Zustände vorkommen 
sollen, also keine Diüerential^uotienten nach y oder % auftreten: 



sind ebeulalls Li"isuii,H;eii. nutiiin ist auch ^ eine Lösung. 

Könnt*.: iiiMii (■x|nTiiiieiit^ll statt der el.icn betrachteten treien 
Stirnfläche die tirenzbedingung litsrsieUen, dais dieses Ende absolut 
starr und unbeweglich gehalten wird, so würden wir statt der vorigen 



ftDen lubec Da mm aber | dieeelbe DifliBventiaI|^clnii|g 
friedigt nie so bnnohen irir jetst nur vneere gemachten SoUflne 
an llbertragen. Die Befleetioii vird lo eifdgfln» dalb poaitive Vep- 

riir klingen als negative zurücklaufen; Verdünnung wird dann all 
Verdünnung, YerdichtOBg als Verdichtung reflectirt Diese Ver- 
hältnisse kann man namentlich bü Luftwellen beobachten, welche 
gegen feste Wände anlaufen. 

Für die den DiflPerentialgleichungeu (148 a) entsprechenden 
wellenförmig fortgepflanzten Drehungen /a, » gelten ähnliche Grenz- 
bedingungen beim Anlaufen an freie oder starre Stiinlläclien. Ist 
in der Substanz rechts von der Stinifläche eine gewisse zwischen 
rwei zur x-Axe normalen Ebenen enthaltene Schicht durch trans- 
Tersale Schiebui^n etwa parallel der «-Aze deformirt, so herrschoi 
dort ein£uha Seheeningen, wekhi^ wie irir in 9 zeigten, mit 





Onnsbedingaiig ^^|^ » 



0 non die Bedingang (|) = 0 an ei^ 



15* 
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Drehung um die unbetiieüigte Axe, hier alio die y-Ax%, Terbonden 
sind. Die Drehongswinkel fi bilden dann eine durcli die Art der 

Schiebungen vorgeschriebene Function von r. t9obald die Kräfte, 
welche diesen Zustand herbeiführten, entfernt werden, ist das Gleich- 
gewiciit gestört, die Deformation läuft in Gestalt zweier Wellen 
auseinander, deren eine nach rechts bin sich entfernt in die dort 
unbegrenzt gedachte Substanz. Die andere aber läuft gegen das 
Bude « — 0. Sie irt eise ebene Wette der Drehiwg Für äe 
güt die mitUeie der Djflfeientielgleiehpngen (148e). Der aUgemeine 

Ausdruck 2it >= ^ — 5^ redacirt sich hier auf 2it = ~3^,dÄin 

OS6 Ost U9 

der Qaenichtung x keine Differentialquotienten der VerrQokai^cen 

auftreten und überdies keine |-Verrackungen voriuuiden sind. Ist 
die Elndfläcbe x = 0 frei, so kann dort keine Drehung der Theilchen 
beitehea, denn dam würden tangentiale Schubkräfte too links her 



Endfläche unbeweglich starr, so gilt die Bedingung (^„o = 0. Auch 
lälst sich zeigen, dafs für die transversale Verrückung ^ hierbei die» 
selbe BüiBieiilialj^eichnDg gUt Naeh (138) wird nSadich, wenn x 
die einnge rSon^ohe Vaniübele ist und Tolnmindemngen (i2) ans* 
gesohloeeeD sind: 



Da nun für M und JV dieselbe Wellengleichung gilt wie für /j. und 
so gilt sie in diesem Falle auch für und l!. Wir hatten speciell 
Schiebungen parallel x, also Verrückungen frew&hlt, fftr 1?- Ver- 
rückungen oder zusammengesetzt« in schrägen Richtungen gelten 
dieselben Bedingungen. Formell stimmen sie bis auf die verschiedene 
Geschwindigkeit durchaus überein mit denen der longitudinalen 
Wellen. Am freien Skide werden die Drehungen mit umgekehrtem 
Vorzeichen reiecfeii^ die tangentialen Yeirtlcknngen oder mit 
l^eioihem Zeichen. An einem atarren Ende werden die Drdinngen 
mit gleichem^ die Verracknngen mit entgegongoaotartem Voneidien 
leAectirt. 

Auch für ebene Torsionswellen um die re-Axe, welche in der 

a>Richtung fortschreiten, gelten dieselben Bedingungen; es i«it nur 
nicht möglich, sich solche in seitlich unhetrrenzter Substanz voi-zu- 
Btellen. Diese UnhHi,'i euztheit ist aber bei Torsionen von Kreiscyimdem 
aoch gar nicht erforderlich. Sie erfordern keinerlei Kräfte auf die 




0. Istaber diese 




Digitized by Google 



SM 



EBENE WELLEN. 



280 



Ifantelfläche und deformiren auch die MantelflSdlie nicht. D^TcHnim 
n4» ms «OB der dritten Zeile der Oleichongen (ßl), S. 157 abznlüBii 
and dann aosfährlich discntirt wnrde, mit Drehungen der Theilchenum 
alle droi Axon verbunden, ftbpr diese pflanzen sich mit gemeinschaft- 
lirLor Gt srlvwindigkeit fort, so dafs das Bild der ebenen Wellen- 
beweL'un^ auch hier gewahrt erscheint. In 'Miieiu iStabe, dessen 
eines ilndc aUrr festgeklemmt ist, während da^ andere Ende frei 
18^ maSs eiae Torsionswelle wegen der entgegmigesctzten Art der 
Beftectionen aa beiden Enden viennal darolh die gnnie StabUUige { 
kafta, Ins der ntoiliflhe Bewegungsvorgang sich peziodisdi iriedst^ 
boÜ Dis Zeit dieser Pienode T kiioi num m dem dmch die 
TVmAonBsehiringonf ensngfcen Tone recht genan eifanneo, die Vm^ 



Diese Gleichung kann zur Messung des Moduls A verwendet werden, 
da es leicht gelingt Torsiousschwingungen in cylindrischen Stäben 
durch drehendes Beiben der Mantelfläche mit feuchtem oder harzigem 
Taehe berrominiüBn. Die ebenen ScbeeningsweQen, webhe wir 
▼ozbsr betmehteten» lassen sieh in Sttben nicht entengsn. Nicht 
sn Terwechselu damit sind die gewühnUchen THnsvecsabdiwogongen 
Ton Silben, wsld» aof BiegnngsweUen berohen nnd anch eme anders 
Geschwindigkeit besitze. 

Die ftir unbegrenzte Substanz betrachteten ebenen Yolnnidilata- 
tionswellen lassen sich in Stäben gleichfalls nicht erzengen. Der 
dazu nöthige Typus der Deformation würrl" rntspr^-chen der am 
Scblnfs von § 39 unter Sonderfall 2 betrachteten i orm. Dort ist 
in Gleichung (78) auch zu erkennen, dals der longitudinale Stress 

ans der OröiSM der durch «^i ^ voUstftndig angegebenen Volnm- 

^"«wg geluiden wird durch Znsats des msanunengesetstan Faotocs 
2r (1 + 0); densslbsn Tkctor finden wir aadi in der DÜferential- 
gleichung für die (u-Welle; vergl. Gleichung (148). Erregt man 
aber in einem Stabe Longitndinalwellen, so werden diese zwar mit 

Volumiinderungen verbunden sein, da aber die Mantelflächen des 
Stabo> dnrch keinerlei Kräfte angegrift'en werden Mie R^^ in 
Gkidiuüg (78) fehlpn). so wird der Typus der fortgepiianziea l't tor- 
inatioa entsprechen dem in § 40 behandelten: An Stelleu, wo Volum- 
dehnung Torüberzieht, wird zugleich Quercontraction eintreten, an 



Pflanzung erfolgt uut der Geschwindigkeit 1/—» also ist 
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Stellen der Verdichtang wird der Stab seitlich anschwdieQ. Bfli 
d i fl t e r Fona dar Welle wird der LoogttudiiialatnM a«s dm 

d ä 

Longitadiiialstraiii <r^ = gefimden nach Oleiohimg (82) dudi 

Zusatz eines anderen zusaniBi iiL'i setzten Factors, dem wir in 
Öleichnng (83) die kurze Bezeichnung E gegeben haben. Dieser 
bestimmt deshalb die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen 



WeUetk in St&ben; ne iit « « 



1^" 



SSnengt man in einein «inieitig feet^soklenuBlen anderaeitig M 
endendm Stabe dvreb longHodinalM Beiben mit fiBnehtem oder 
baiBgein Toohe die WeUen, so ist gans analog «m In Gleiobuig (154) 
die TierÜMsbe LSnge doe Stabes ^«iob der eben angefahrten Ge- 
■obwindi^toit mal der Schwingungsdauer des gehörten Tonea. Darauf 
beruht die bereits in § 40 erwähnte Methode der MesaiiDg von K 
Am Schlufs dieser Betrachtungen wollen wir die relativen 
Gröfsen der verschiedenen Wellengeschwindigkeiteu ztisammenstellea. 
Am schnellsten laufen die in Stäben nicht erzeugbareu reinen 
a>- Wellen: 



(166) 



Dann kommen die Longitudinalwellen mit Qoenxmtraotion, weiche 
nach Einsetzung des in Gkiehnng (8$) gegebenen aaaflUudiohen 
Werthes ?on E liefern: 



,/2if(H-3ö) . 



Am laogMonaten }anfen die TcniomnraUfln in Snb» nnd die Ivana- 
Tersalen ScheerangiwelUn in mbegmiiter Subataiis; deren Ge- 
aohirindigkeit ist: 

Beliehen vir nna wieder» wie VdMm froher, un eine Ananhanung zu 
gewinneo, anf den idealen Fdl 6^\, wekdien Bomaov filr den all- 
gemeinen aoaptadi, «o edudten wir die Propottion: 

di:«^:i^-y^(r+d): [/f^ • » 

-ys : j/l i 1 - : 1,58 ; 1. (155e) 
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^dessen ist zu beachten, dals dieae Grölsen Verhältnisse nur rohe 
AtittMicnmgeii amd für die meMen Stofliai. mie z. B. für irgend 
«ine SobstaDB e^:c^= Ifiil mtBx2, 10 würde der Longitaduudteii 
eiiiee dttavs Tttifertigfcen Stabes die Oberqninto des Tonioiutones 
■am; in olngem Beispifli, m» 1^8:1 hennakomml» ündel man &it 
eine kleine Sexte f&r dieses Toninterran. 



$ 66. Tranaformation von . j rf zum Gebrauche ränmlichBr 

Polarcoordinaten, 

Die ebenen WeUan in nnbegreniter Substanz, ron deren Be- 
traehfeu^ vir im vorigen Paragraphen aasgmgen, irird man in der 
Natur TerblltmlmdÜJDg selten eixegen oder beobediten kOnnen. Ißt 
^nanaihme der ebenen Wellen in cgfUndiiacfaen , anf welche 

sidL die geftmdenen BewegangngesetK in einigen FUlen direct tiber- 
tragen lassen, hat man es meistens mit Bewegongen an tiinn, welche 
in einem beschränkten Gebiete erregt werden nnd Ton dort nach 
allen Richtungen hinauslaufen, und zwar in isotropen Medion we^^en 
der gleichen (reschwindigkeit als KugelweUen um das Krn 1,11111:^- 
centram. W ir niilsseu dabei zurückgehen auf die allgemeine hoxm. 
der Wellengleichung (149) 

Das hatten wir biBher immer in Ctertesisdien Coocdinaien dazw 
gesteltt als Sonmie der iwetten DifElBrentialqaotienten Ton tp naoh 
y, SL Für die analytisohe DaisteUmig von Engelwellen sutid aber 
^sse Coofdinaiten nicht recht handlich. Uan ibat besser, rfttunliche 
Polarooofdinaten mit dem Erregungscentrum als Anfangspunkt ein- 
SQjRUiren. Da nun die Operation J einen absoluten Sinn hat, indem 
ihr Werth eine bestimmte Art der räundichen Vertheilung der 
Werthe tp in der Umgebung einer Stellt^ de? Kaiune'^ aii'^drückt, 
80 muls sich dieses Zeichen auch in anderen Coordiiuttensystemen 
ausdrücken lassen. Diese Transformation von A 9 im räumliche 
Poiarcüordinaten wollen wir nun auatahreu. Wir werden zwar hier 
nur die Abhängigkeit der Function tp vom Badinsreotor r Inraooben, 
dft indessen dieselbe Operation anch sonst binfig voifcomml^ wollen 
wir die Beehnnng TOlMndig darobUBbren nnd aneh die Abhängig- 
keit Tom Polarwinkel & nnd Tom Uagenwiakel 9 berllokBiohttgen. 
Am aehneHsten kommt man zum Ziele, wenn man eine all- 
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gemeine, sns dem GKEEN'schen Satze folgende Beziehanp benützl 
SetsI man in (ileicliaog (133«) auf & 20ö für die Halfafanctiop ff; 

«me GonttMite, s. B. die ZsU 1, m vird ~ » >• 0 nd huhi 

erh&lt: 



iJi InAiigniioMlMraiAk Mluun irir ein VctoielenMBl in Polar» 
coordioAtea, welches so klein irt, dafs die Veränderung Ton Jtp 
im Inneren zxi veniHchlässigen ist, so da& J<p ala der feste Werth, 

der an der betrachteten Stelle lierrscht, vor das Raumintegral als 
Factor gestellt werden darf. Solche Punkte, in denen J rf unstetig 
oder unendlich wird, dürfen nicht im Inneren dieses Volumeleuientes 

üegan. Dm ftbiig b le ibende JJJ dzd^ 4» iii der Banminhnlt dei 

VohuMlfliiMole^ wdohai begnnst ist: 

1. dnnli iwri Kuflwhnlfin mit den Bndisii r und r 4» 4r, 

f, dnnh sw«i K«0ehiilnt«l di« Fdanoa mit dn Odhnnf^ 
winkefai & and ^-|-d^, 

8. dnnli swei Mtridianebttien mit den TiHngnmriiiVftln iy nd 

Die Kanten dieses einem rechtwinldigen fanUeliqgiped onend^ 
lieh nahe kommendon Körpefs aind 

1. dr in radialer Bichtang, 
3. r*4^ in Bicbtong der Parallelkreise, 
3. rsm&'drj in Richtung der Meridiankreise. 
Der Ranminhalfc isfe daher f^mk&'dfd&*d^ md 



/// 



J^dxd$d»^ A^'f^üa&*dfd&*dil, (157) 

Die Hauptaufgabe ist nun die Beraohnung des Obevflioheninicgratol 
in GkiBhimg (160), wobei n inmer die Biehtang der ins Imun 



nigenden Normale bedeutet Die Terlnderiielikeit •nm anf 

jeder einzelnen der sechs rechteckigen Begrepzungatilkiben düzleA 

wir dabei ebenfalls Temachlässigen. 

1. Au der Fläche, welche der Kugel Yora iiadius r angehört, 

geht fii in der JEUebtong der waohsenden r, es ist dort •« 
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Die Ghrölae dieser Fläche ist ds^mmf*mi^*d&*dii* Also igt der 
Anthflil sinn Obegflftohnnintggral 

An der gegenüberliegenden Fläche geht die Normale in der Kichtung 

der abnfthnMmdftn r, also ist dort ^ « — femor iatdorgaiae 

▼ontobfliide Anadrack dudi d«& Sehrilt dr etwas TerSndert Ver- 
isnigt man die AnÜMe dieeer beiden GegenflldMo, so hebt aioli 
der größte Theil, nämlich der ganze vontehendc Ausdruck, weg 
md es bleibt nur übrig die kleine Differenz, das Differential dee 
TOrstehenden Betrages für den Scliritt dr und zwar mit negativem 
Vorzeichen, wegen der an der Gegenfiäche bestehenden Sichtung 
der inneren Normalen. Das liefert den Beitrag 

- |^^+2|^r jsini^d^.rffl.dr. (157i) 

2. An der Kegeltiäche mit dem Oeltnungswinkei xt geht n, m 
der Richtung der wachsenden &, es ist dort dn^^rd&, also 

§^ » ' <3x6liM dieser Flftehe ist: da^ « rsin^'dq-dr. 
Also Ist der Beitrag nun Oberflidienintegral: 

— ^^Tein^'iÄ'dr. 

r a%r 

Der FtuUxt r im Nenner nnd ZlUor liebt sioL An der gegenllbez^ 
liegendeu B^sgelflSeke ist der Beitrag wegen der entgsgsogesettten 
Normale mit einem Hiniisseioliflii sn verseihen und um das DÜfarential, 
welches dem Sduitt d& entspridil» zu terlndem ; bei der Vereinigang 
beider bleibt mir das negattT gsnommeoe Diffeientinl nach & vom 
Torstehenden Ausdruck Qbrig: 

- ^I^sini^ + ^00B^^*di7-dr-di9'. (157,) 

3. An rler ^feridianfläche mit dem Längenwinkel geht n, in 
Bichtung der wachsenden 9« es ist dort: dnfssran.&'diif also 

^ Die QrOlse der Fliehe ist diL-fd^'dr. Also 

O n, r 8in iT o /; • 
ist der Beitxag zum Oberüächenintegral 
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Aucli iüei Lebt ;.ich r in Nenner und Zähler. 

Vereinigt man damit den Beitrag toü der gegen uberiiegendeu 
letzten BegreuzongBÜäche, so bleibt das negative Differ^tial nach ^ 
von Tontahendem Aiudrsck 

Die Summe der drei Ausdrücke (157^, ,) giebt das vollslüüdige 
Oberflächenintegral, der Ausdruck (157) giebt das Raumintegral; die 
Sonime aller vier Ausdrücke lät imtluu n&ch Gleichung (156) gleich 
NolL Die drei Differentiale dr*4&'di] heben ridk weg. Oi^dirt 
auui noch dnich r'*tiii^ md toliafit die drei Tom Flldunintegral 
heirllhrenden Sunuiiaiidai mit tungekehrtem Vofieiolieii anf die redite 
), so findet mm nnmtltelber die 



(168) 



Dies ist der ziemHeli ferwickslte Ausdruck, welchen die Operation J 
ftlr Polarcoordinaten annimmt. Man kann ihn zwar nodi naoh den 
Hegeln der DifferentiaLreclinung in etwas andere Form bringen, 
wobei namentlich die Einführung der Variabelen cos & an Stelle 
von & nützlich ist, wesentlich vereinlacht wird er indessen dadurch 
auch nicht. Beschränken wir uns nun auf ENinctionen 7 , welche 
nur yom Kadiusvector r, nicht aber von den beiden \V uikelgrölsen 
abhängen, welche also auf jeder um den Nnllpiinkt gelegten Kugel- 
flftehe ringilienBi den gleichen Werth beeitsen, bo Terainfuht aidi 
der foistehende Ansdrook bedeutend. Ken eÄSlt dann: 

d*<p 2 dtp /iicö.\ 

Wenn man sich von ynrnherein auf eine Function beschränkt, 
weiche nur von r abhängt, sn ];arju mun die vorstehende Gleichung 
(158aj aul kiuzerem Wege gewinnen. Dünn ist nämlich: . 
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dr 

dx dr Wx 



d^(p d^tp Idr^ dtp d*r 



AMrt man Inonn di« analog gebUdeten Ansdr&oke ftr und 



und bediAtit lidi das ftr earteaiseha Coordiiialaii dafinirtan 



Zeichens J, so kommt 



dr 



Die geschweifte Kbunmer hat den Werth 1 als Summe Ton drei 
BachtmigBeoRDiis-Qiiadraten, das ist nach Gleiclrang (144) auf 

2 

Seite 217 gleich — , also iolgfc direct hieraus die Gleichung (158 a). 



ScMnftgieichnng wollan mt nun noch etwaa lareinfaebaii. 
Differenort man das Piodoefc r*^ tweimal naoh r, ao aigiabt sich 

d{rw) d<p , 



Dieser Aaadmak atiauat» mnn man ihn dviob r drridn^ mil unserem 
J (f überein, es ergiebt sich aüao tOx aina Mine Fanetim von t dar 

J^.l.^J^. (158b) 

Nebenbei kann q> auch nodi Function der Zeit sein. Hit den aeit- 
Hdian Aandamngen hal die OparaticHi J niahta in fhan. 



§ 57. Kngelwellen. 

Nachdem diese Umformung von J <p ausgeführt iai| kann man 

nun leicht die allgemeine Lösung der Wellengleichunsf, welche kugel- 
förmigen Wellen um ein festeR r^Mitrmn pnt5!]irL'clie]i , nnftindeu. 
Fordert man erneu BtAv« i^Mnigsvorgaiig, hei welchem y allein abhängt 
Ton r and t, so lautet die Wellengleichung: 
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(159) 

Da r als die Yon der Zeit t anabhängige riLomliche Variabele an- 
mMlwn ist, kann man r aneh Unke in dem nadi der Zeit genom- 
mvam DiffiBrailulqiiolteiitflii dam ^ als Faiolor bogeban. Dtam 
flUt ea redhtB im Nennar fort and man erhili: 

i^.o»-^. (159.) 

BainmatfwmatiachbaiwtditgtlatdiaaeDif^ idontiioik 

mit derjenigen für ebene Wellen, Glaidimig (151), nur ist die dort 
mit X beaeichnete Variabele hier r genannt und die gesuchte FunotioB 
ist hier v(p. Mau kann also das Schema der Tollständigen Löanng 
ans QleiolinDg (158) direct hierher abertxagen und findet: 

= F{r — et) + Ö(r + c() 

oder 

Der erste Theil y^(r — stellt eine Kogeiwelle dar, welche vom 



Gantrom nnalaiifand adt cmialn&ter Geadmindi^Eeit « rieh fkber 
immer grOJser werdende Kagelidialen Tertxraitet und dabei wegen 

des Factors — an Intensität abnimmt Der zweite Theil — G (r + f) 
r r 

stellt eine gegen das nf^itrum einlflnfende Kugelwelle dar, deren 
IntenBität rrit abnehmendem Radius immer grRfser wird. Im Kugel- 
centrum sclbat zeigt der Ausdruck wegen der im Nenner auftreten- 
den Null eine DiscontinnitÄt; an diesem Punkt ist die Lösung im 
Allgemeinen nicht zu brauchen, diese Stelle mois aosgeechlosea:! 
Warden; die Ltamg giebt auch im Allgemeinen nicht an, vaa in 
aolflhen Gentren ftr ein phyaikaliacher Vorgang aiGh abqneli Wenn 
einA Walle Ten emem Pankte kagelfitmüg analiiif^ ao hat man in 
Centnutt eine üiaaehe der Brregong ni aaieheny aber mit wirldicfa 
aoadehnongdosen Erregungspunkten hat man es in der Natur ni»* 
male zu thon. Wird beispielsweise in Lnft eine Verdichtnngiwelle 
erzeugt durch die Explosion eines Kömchens Schiefspulver, so hat 
man allerdings ein winzig kleines Erregungspebiet, denn das Volumen 
des festen Kömchens ist fast verachwindejui Le^'riiuKM r dem Volumen 
der daraus entwickelten Gase, aber eine gewisse Ausdehnung besitxt 



Digitized by Google 



g 57 KUQELWELLEN. 287 

0 

M doch. Die Vorgänge in diesen klonen Raum irardttn dsroh 
unser KngttLwelleii-Integral nicht dargestellt Denkt man aber dM 

Körnchen von einer kleinen Eagelfläche nmschlossen, welcher durch 
die Explosion eine gewalt^^amp VoInmenverE^öfsemiig ertheilt wird, 
so kann man diese Vorschielmnj.': der Kuf:^eioberfläche nach aufsen 
&is die gegebene Ursache der Welltiieiregung ansehen, ohne auf die 
Vorgänge im Inneren der Kugel einzugehen. Dann stimmt auch 
der Verlauf im äuTaereu Baume mit unserer Darstellung übereiu. 
Ganz analog ist ea mit der Erregung trangfanaler drehender Kugel- 
wellen m leatfln Eflfpeni. Dieae kann man «neogt denken dadnrebf 
dab einer am daa Brngongaoentram gelegten kleinen Kogel ewangs- 
veiae eine Brelumg erCkeih wird, die aidi dann naeh anAen fort» 
pdanit Dadurch wird wieder die SteUe der Diso(»itinnitftt unserer 
IiSsung aas der Betrachtang heraasgeedimtteii. 

Noch auf einen Umstand sei hingewiesen: Die Herleitung aller 
hier henützten elastischen Gesetze war von Anfang an beschränkt 
wordp.n Huf kleinf DeformationoTi; die (o, X, ft, v müssen kleine 
Brtiche sein, deren höhere Potenzen venütchläs-sigt werden dürlen. 
Für endliche Werthe hat man ver^sickeltere Gesetze zu erwarten, 
namentlich werden die für die Elastiuität der isotropen Körper 
cbarakteristischen OtOÜBen JTond and damit andi die Fortpflanzungs- 
geeehirindii^ntten der WeUen ineonatani Brfikhmngsgem&lk waofaaen 
lelalare bei atarkar YeigrOlaeRmg der YecrBokangm. Nnn liegt 
hemm am daa Cenfram» wo nnaere LQenng 9 *« go eigiebt, sn- 
nftohst ein Gebiet» in welokem ^ alle endlidian Werthe dorchl&aft 
Diseee Gebiet ist ebenfalls noch ana der Betrachtung auszuscheiden. 
Bei sehr heftig wirkenden Erregungscentren darf man daher die 
wnschliefsenden Kugeln nicht zu klein wählen. 

In einem Falle können wir unsere Lösung (IfjO'j ;un li :iiif das 
Ceutrum selbst ausdehnen, wenn nämlich dort kein Erregungscentrum 
liegt, sondern eine einlaufende Kugelwelle an diesem Centram ge- 
wissermafseu reflectirt wird. Die uothweudige Bedingung dabei be- 
afeelil darin, data 9 im Centmm endüdi bleSye. Diea Ist nar mflg* 
Uoh, wenn der 2äÜiler dee Aaadnmkes (f in (löü) für r 0 la allen 
Zeiten ^eioh Noll ist Dann eridUi man dort swar den nnbeettaamten 

Betrag ^ , da aber die Discoutinuit&t dann vermieden ist, kanu man 

dnrch einen Qrenattbecgang den Werth finden. Wir mflssen setaen: 

tax alle Zeiten. Dadurch wird zwischen den sonst anabhängigen 
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FmustioiMii Jf (t) vnd (7 (•) 4w Baaehmig gefiirderl: ^(— #) + 6(t) — 0 
odir: 

Die LöBuiig nimmt dadurch die Gestalt an: 

Die einlMifaide Welle ^ (?(ol -h r) enengt eine wieder analenfende 

Welle — ^Qifit — r). Das Minuszeidien der letzteren zeigt ao, dals 

eine walaofende VenHch^g als TerdUnnimg snrOokgeht, analog 
wie bei der Reflexion ebener Wellen an einer freien EkidflAohei 
Man Ter^eidie die dahin gehlMge LOsong (153 a). 

Anoh die Art der Beflection TOn aoslaufenden Engelwellen tm. 
ebenen Grenzflächen I&lBt sich ohne weitere Rechnung leicht ttberw 
sehen. Man braucht nur das elastische Medium jenseits dieser Grenz- 
fläche coTitinnirlirh fortgesetzt zn denken, nnd rlort ein zweites 
(virtuelles) Centrum anzunehmen, welches wie das Spiegelbild des 
reellen Centrums symmetrisch mit diesem zur Grenzebene liegt Von 
diesem zweiten Centrum denkt man synchron ein ebensolches Sjrstem 
Ton Kngelwellsn ausgehend, iralohes sich in dem reellen Umüb des 
MedinmB mit dem ersten VeHennig mipeipomit in der Weiae^ dab 
an allen Punkten der Gtenaebene ni jeder Zeift die Werttie von ^ 
sich, je nach dem Toneiohen der nraiten We&s, entweder Temiolitsn 
oder ferdoppeln. Diese beiden Möglichkeiten entsprechen einer 
freien und einer starr festgehaltenen Grenie. Haben irir beispiels- 
weise eine anlanfende VerdichtnngsweUe, so mnfs man bei freier 
Grenzfläche von dem virtuellen Centrum eine Verdünnungswelle 
aussenden, damit an tler Grenze g> = 0 bleibt l'ei einer starren 
Grenze aber mnfs man von dort ebenfalls Verdichtunu' aussenden, 
dann werden von den Verrückungen wenigstens die normal zur 
Grenzebeue gerichteten Componenten dort überall und allzeit gldch 
NnU taefboL 



§ 58. LODgltudlnAle KngelweUeik 

Wir sahen aus I n ur^priln glichen Wellengleichungen (148) und 
(148 a), dais den Voiumweiieu eine andere FortpÜauzungsgeschwindig- 
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keit ei^en ist, als den Drehongswellen. Ist nan in einem Er- 
regnngscentruni eine Ruhestörung erzeugt, welche sowohl Voltim- 
yeränderungen wie auch Drehungen hervorruft, die aber nach allen 
Richtungen gleiclie Werthc iiaben, so dafa die auslaufende Bewegung 
nur YOQ r und t abhängt, so hat mau nach der Theorie zu erwarten, 
dafii die fortgepflamten VenOokniiggii ncli tnmnn ynatäm in mi 
Wellen. Die admelto kniende iriid die VoliimTeKiad«rungen m 
ohne Drehung der Ubeflehen fortAhren, eine langBamere, welche 
Drdnmgem ohne Dilatation foripflenzt^ wird später folgen, so dab 
bei kurzer Dauer der Erregimg beide Wellen getrennt und unab> 
hängig Ton einander Yerlaufen messen. Bei der Volumwelle haben 
wir hier in den kleinsten Volumelementen thatsächlich die Defor- 
mation realisirt anzunehmen, wflcho am Schlnsfp von § 39 (S. 117. 
Fall 2) betrarlitot wurde. Di*' Qu';rcontraction, welche bei ebenen 
Longitudinalweiien in Stäben die Längadehnung begleitet, kaan hier 
bei den geschlossenen Eugelschichten nicht eintreten, ohne die Masse 
zu zerreifsen. Darum wird auch hier für die Longitudinalweiien die 
Qesdiwindii^eit [Gleichung (155)] md niidit [Gleichung (155 a)] 



Wir woltoi nun auch die Belnuditung dieeer heiden Arten ton 
Wellen trennen und dabei anf die Terrfiekongen der Maasenpnnkto 
iurttekgeben« 

In § 68 ist geuigtk dalb die vier Hülfrfmietionen QAMN die 
Brtteke t<hi den »Xf^v m. den £ 4 ^ bilden. Am Sddnaae von 
§ 54 wurde auch gezeigt, dals man die HlUMmotioiien, die griechischen 
Majuskeln, denselben Wellengleichungen zu uiterwerfen hat wie die 
Minuskeln. Wir beginnen mit den Volumwellen ohne Drehungen. 
Die Holfsfunction ist nor Ton r and t abhingi|t und genügt der 
Differentialgleichang : 

^=o|--g^. (162) 

Wählen wir eine Tom Gentnua atulanfnide Wellen so haben wir das 
Integral 

fl = lj?(r-e^i). (162 a) 

Die Vectorpotentiale ^im] beliebigen Constanteu gleichzusetzen, ihre 
Differentiaii^uotieuten jedeutails gleich NulL Es folgt dann auü den 
Gleichungen (138) 
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Unkr !■( dM Ablflitqng dar Fnnstion (4)ittoh Qum. Aigamenl« 
in Teratohak; die Angabe der Veriabden, welolie inmor (r 0| ^ 
lautet, ist hinter den Zeidien F und hier und im Folgenden hinzu- 
zudenken. Man erkennt ana den Tontehfluden AiedrOfiken, dalii 
fiboraU die Ihm^oitkm giltt 

daCs also die Verrflckungen der MassenpuiÜEte in ndialor Biohtong 
erfolgen. Die leenltuende YeirllGlnmg q iit 

(1620) 

Das Vorzeichen kann nicht zweifelhaft sein, da dieConiponenten|,qi£ 
eindeutig angegeben sind. 

Wir habt^n hier eine rem lougitudinale Wellenbewegung. Die 
damit verbundene Yolamdilatatioü a> könnte man nach der oft an- 
geführten Formel aus f. n, C dorch Differentiation und Addition be- 
rechnen. Schneller zum Ziele führt die Gleichung (lü^ji weiche in 
diesem Falle lautet: 

• -JO-l^^i-i-.*-. (l«2d) 

.r' iak der iweite Difierenlialqiiotieiit yoa F mudi dem Aigomeiit ; 
als Variabele irt wieder (r — «i i) la seteen. 

Die durch LongitudinalTetraekongen fortgepflanste WeUen- 

bewegnng giebt keinen reinen Volumstrain, denn ein im Ruhezustand 
kugelförmiges Maaaenelemeat wird beim Passiren einer Verdichtung 
resp. Verdünnung in ein abgey)lattete«i resp. zugespitztes Rotations- 
ellipsoid mit radial gerichteter Axe verwandelt. Deslialli wnd in 
feattn Korpern auch der Stress in radialer Richtung emen H;iu})t- 
druck besitzen, welcher von den auf dem Badius senkrechten I h in ken 
Terschieden ist Die Gleichungen (78) geben die Werthe des raiiialeu 
oad peripheren Dmdna an. Nmi kAnnen aber dieee longitodiBalen 
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Wellen anoh in FlOssigkeiten und Oasen erregt mräen, jtL, ne sind 
der taoaagß in diesen Medien mögliche WellentypiMU. Ünen aUein 
hsL% man die Fortpflanzung des Schalles in WtJmw und Luft zu- 
zuschreiben. In diesen Medien, welche keinen Widerstand freoren 
Schiebungen der Schichten änfsem, mnfs dir Stress sich auf einen 
nach allen Richtungen gieichmaisig auageübten Druck reduciren. 
Wenn man die elastischen Constanten K und 6 benntzt, tritt beim 
Uebergange zu Flüssigkeiten die Schwierigkeit ein, daib man zwar 
Kwt 0| äNr £•$ endlidh setten mnlk BeniAst luui dagegen die 
Modnk H und K, so bleibt S mibertbrt, nur K wird gleich NnlL 
Die Gkiehnngiii (78) geben dum Mtchi wenn man bedenkt, dab die 
dort beuttteto Httnptdilatation <r| die gasseVoIundebniuigai auieigl^ 
sowohl für das radiale JS^ ivie ftr das periphere JR^ den gemeinaamen 
Werth des Steeae: 

-f«9» -2Jrde». (168) 

Diesen Werth kann man mit der Fortpilauzungsgeschwindigkeit Cj, 
welche aus Gleidiung (148) abgelesen oder aus Gleichung (155) 
direot entneminen Verden kimn, oombiniren. Benfttat man den Ana* 
draok Air d in der Tabelle (87), Seite 163| so findet man: 

Ja Flfieeigkeiten nnd Gafle% ftr mlche JT» 0 ii^ gQt daher 

Enetit man hier doi Modnl B dnrdi den ana Qleiefanng (168) 

p 

folgenden Ausdruck *~* — » wird: 

Nach der Definition ist m der Quotient der Volumzunalime durch 
df\5» Volnraen. Man kann aber dpn«!olbeii BegriflF aucli diirrh die 
mit der VulumdeLnung verbundene Abiiaiime der Masisendichtii/lcLit 
darstellen als Quotient der Dichtigkeitsabnalune (— d/u') durch die 
Dichtigkeit fi. Es ist also 

dfjL 



im 



H. ▼. UxiMiiOLTZ, XbMr«t. Fbjraik. Bd. iL 16 
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P ist der Druck, welcher die Verdichtung erzeugt. Steht nun die 
f1a«ti?che FlOssirrkeit auch im Ruhezustand ohne Wellenbewegung 
Uliler I Lüem cx)nstanten gleichmiilsig vertheilten Drucke, den wir p 
nennen, so wird sich der mit der Welle züsammenhängende Druck 
P als eine Schwankung des Gesammtdruckes geltend machen, welche 
wir mitc2j) bezeichnen können. Die Gleichung (164b} nimmt dann 
unter BenfttBimg m (165) folgende ein&die G««td.t an: 

(165a) 



Das Quadnt der WdUngQMhwindigkait ist i^mcIi der nt einer Ueinen 
Yerdiobtonif n^Vtihigen DmdoBteigenmg dindirt dnich den BeCmg 
dieeer Verdiehtungi Dieee Dantellnng isfc nimenflioh wiclitig ftr 
die Sdudlgeeohwindic^i in Gasen, welche ja immor vnter Dmdc 
stoben mflssen. 

§ 69. Tnmsveraale Knselwalleii. 

Transversale Wellen, zu deren Angabe man mit Functionen 
TOn r und i allein auskommt, ohne auf den Polarmnkel und den 
L&ngenwinkel und die dadurch gebildeten sogenannten Kugel- 
imeAimuk eingehen sa nassen» kSanen nur Wellen sein, mlehe 
Xf ft, p fortpflanzen. 

Da wir dieVenttckangeii selbst finden wollen, gehen wir direet 
Ton denYectorpotentialen ans (das Q setsen wir constant eder Null) 
nnd machen die eiafiEMsbsto Annahme, dafs nur die eine Componento^ 
als Function von r nnd I anftntt^ w&hrend 

Jf=iV»0 (löb) 

ist Dieser Ansatz ist aber onTertrftglioh mit der früher als erfüllt 
angenommenen Nebenbedingung Oleichung (140). Wir dürfen daher 
nicht die drei Gleichungen (141) für il, /u, gebrauchen, sondern 
müssen stehen bleiben bei (138a« b, Diese laaten beim Ver« 
schwinden von M und JY: 



2«r- - 



dydx 




(166a) 
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Dflr Gedankangang, vdchcr in § 54 m dua B«tiiitate (ISOo) 
Aihrte, dafo nuta nämlioli die HlUMinotioBflii dmdban W^IImi- 
fßMimi^ unterwerfen kann, wird daher hier nicht ohne Weiteres 
passen, jedoch findet man auch hier dieselben Verhältnisse. ZuDiolitt 
genügen also 2A, 2fx, 2v der Wellengleicliung mit c,, nnd wir wollen 
die Ausdrüclcf^ (166a) in diese einsetzen. Dabei wollen wir die 
Operation, welche, an ^ in der ersten Zeile aasgelUhrt, za 2X führ^ 
durch das Symbol 



bezeichnen. Es ist dann: 



dll_ d*J_\ 



' \ Cyäx] 



(leee) 



Hier sind links und rechts flherall mehrere Dili'erenzirungen an A 
Torgeschrieben, deren Reibeufolge man vertauschen darf, wenn A 
und seine Differentialquotienteu raumlich und zeiti«? stetip verlaufen, 
was angenommen werden solL Diese Vertauschung iieiürt ioigende 
Gkscilniiigen: 



d* d^A 



WAA) 



ö'A _ö» , , . _ 



(166 d) 



Hier wird in jeder der drei Gldohiingen links und rechts dieselbe 
Operatioii gefocderi Die BedingimgeD sind sicher erfüllt, wenn die 
QtiUiMn, an denen so operirt wecden soll, sslbst einander gleich 

sind. Disse sind nun, wie man sieH *^ der linken Seite . auf der 



o r 



rechten o^*AA* Also darf man A derselben Wellengleichung unter- 
werfen. 
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Wir woQtti eme uriMfende Engdwette mmuhniwi md mImii 

^ = ljr(r_c30 (167) 

Die Gleichuugeu (13Ö) lieferu in diesem Falle 



dA dA dr 



^ dA dJ dr /l ^ 1 J ^ 



(167 a) 



^ ist die erste Ableitung der Function F; das Argument (r — ^ ^ 
ist hinzuzudenken. 

Aus diesen Auadrückcu kami man folgende Proportion heraus- 
lesen: 

|:»;:C=.0:-»;y. (167b) 

Sie ze\gt an, dafs die Yerrückong jpcTe« Punktes als Drehung auf 
einem Parallelkreise um die avAxe erfolgt Aus Fi?, h auf Seite 155 
erkennt man auch, daft zu einer positiven Drelmng im ersten 
Quadranten ein negatives ?; und positives t gehört. Unsere Gleichungen 
(167 a) stellen also positiv gedrehte Tlieilchen dar au den Orten und 

En äm. Zeiten, wo '~^F^ selbst positir ist Die lesnltinnde 

Yetrftolamg ^ auf dem Kreisbogen ist 



(168) 



Die m diesem Ansdrack auftretende ft^ + sfl ist der Alwtand des 
Kassenpmikles Ton der x-Aze, also der Badios des Flsnllelkreises. 
Bezeichnet man den Polarwinkel des Strahles r gegen die o-Aze 
mit ^, so ist 

*-2 = sm ^, 



r 

mM man oben in q einselMii kann 



i^-sin^. (168a) 
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Aas dam Lmeanrarlli dv VecrftolRUig ^ und d«iii Bidiu des 
Knises findet man dsn Winkel v dar Drshimg um die fl>>Aze: 

also nach Gleichung (168): 




(168 b) 



Hen sielii^ d»b dieser Bslrag toh den einieltteB OcMudineten av 
des lffMflfliipnT*Mei miftMitl'ffg'g Ist nnd mir iwl Kugflnidiiii r 
nid der in den Fnnolüinsaigiinuntea steokendea Zeit t bestimmt 

vird. Also alle Massenponkte, welche auf einer und derselben 
Kngelflllche um das Centnim liegen, erscheinen zu jeder Zeit um den 
gleichen Winkel abgelenkt. Eine relative Lagenändernng zwischen 
den Massenpunkten derselben Kugeltiäche wird dadurch nicht erzeugt 
Die Verrücknng geschieht wie die Drelmng einer starren Kugelschale 
Damit hat man ein anschauliches BHd des Beweguugsvorganges ge- 
funden. Man denke sich das elastische Medium zerschnitten in un- 
endlioli dUnne concentrische Kugelschalen. Dann besteht die Be- 
wegung daxin I dnb eine gewisse TorgeschriebMie Anofdnnng der 
Dielningen dieser Engelsclielen nm die «-An ädi mit oonstsnter 
Gesohwindi^Bit fortpflanslj immer grOlseie Eagelsoli&len ergreifend 
und in ihnlichem zeitlichen VerUmfe drehend. Wegen der Faetoren 
1 1 

und -j werden aber die Beträge der Drehungswinkel r bei grofaereu 

Kugelschalen abnehmen. Das Glied mit im Nenner wird zuerst 
unmerklich werden. Man kann also sagen, in grofsfn Entfernnnsjen 
vom Centnim werden die Ablenkungswinkel mit dt in n ciproken 
Quadrat des Radius abnehmen. Die linearen Verrüt kuiiuen n aber 
nehmen, wie (16Öa) zeigt, m grofser Entt'emung umgekeiirt der 
ersten Potenz des Radius ab. 

Diese Kinüieiluug des Körpers in starre Kugelschichten erinnert 
gans an die VeransduHiHchnng der etnfanhen Soheecang oder Sehle- 
bnng dnioh einen Stob von Uber einander gelegten PapierblMteni. 
Die ivahren Defionnationen in den kleinsten Theiloben sind anch 
hier Sdieeningen, Umlich wie bei der TMon. Es ist intersssaa^ 
ans den Formeln zu erkennen, dafs der Ablenkungswinkel t durch- 
aus nicht die Drehung der kleinsten Theilchen angiebt, sondern 
dafis diese doroh die Scbeerangen Ystftndert werden. Wir fragen 
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dedulb nach dm AnadrOeken fBat X, th w, Wir kflunteii diMe 
den gefondenen |, 17, ^ nadb den oft benutzten Formeln (10«') be- 
rechnen. Kllzzer ftlhren nim telboi Ziele die Gleichungen (IMa) 
mit Hinsicht anf (167). Die TO^ommenden Glieder mfloaen im 
einzeln berechnen. £s iat 



r r 



. ö _ _ _ 8^ /l J- - i f) 



6^-4 dB« 



folglich: 



(169) 



Wlhrend abo die Xiifelaeliiditaii nur «ni die «-Aze gediebl 
den, idgeu die Meinaten TheDehen Drehimgeii vm, alle drei Axm 



Nach dem Prindp der nagaatMen Bapeipoaition kann man 
dieaer einen transyersaleii KngabraUe eine sweito anpeipoBiregDy 
mlcthe ana dem Anaati 

entsphcht, und eine dritte, welche dem Ansatz 

iV-~/(r-fl^O (nOa) 
entspricht Q («) und J («) sind beliebige Fonctionen. Diese püanzen 
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■icih aO« drei mit gwHiwniMimar Gesdiirmdij^ntl Ibrt und fr» 
zeugen em» oomplioirl» Art nm fnammcuHet WeUaDbewagimg. 
Endlich kann man malurere WeUeuoentrA annehmen, entweder in 
discreten Punkten oder auch angeordnet in continnirlicher Folge 

auf Curveu, Flächen oder in Raumgebieten. Auf die^p Weise 
kann man eine grofse Mi>.nnigfa.ltiglrAi^ Terschiedener Welien- 
bewegungen darstellen. 
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